
Щьт&*

КОМИТЕТ СТАНДАРТОВ, МЕР И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРИБОРОВ

ПРИ СОВЕТЕ МИНИСТРОВ СССР

ВСЕСОЮЗНЫЙ НАУЧНО-ЙССЛЕАОВАТЕЛЬСКИ И
NHnK m СОИЗИКО -ТЕХНИЧЕСКИХ

И РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

В ОБЛАСТИ ФИЗИКИ

ТРУДЫ ИНСТИТУТОВ КОМИТЕТА

Выпуск 80 (140)

I ;»

I ч

IV

І0 І
to



I



КОМИТЕТ СТАНДАРТОВ, МЕР И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРИБОРОВ

ПРИ СОВЕТЕ МИНИСТРОВ СССР

ВСЕСОЮЗНЫЙ НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ
ИНСТИТУТ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИХ

И РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕИССЛЕДОВАНИЯ
, В ОБЛАСТИ ФИЗИКИ

Г^ ТРУДЫ ИНСТИТУТОВ КОМИТЕТА

"^ ВЫПУСК 80 (НО)

Ш5ЛИОТЕКА Н^
Bteecsn?,"'"""' і пт-пьшвш? I
тѳльс:: " :'та ктоояипгеі

И5з:і Д. И. Зэшіаяеева. 1

ИЗДАТЕЛЬСТВО
КОМИТЕТА СТАНДАРТОВ, МЕР И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРИБОРОВ

ПРИ СОВЕТЕ МИНИСТРОВ СССР

Москва— 1966



Ответственный редактор выпуска

канд. физ.-мат. наук Л. М. ПЯТИГОРСКИЙ

ь >

РЕДАКЦИОННЫЙ СОВЕТ:

Л. Н. Брянский, Г. Д. Бурдун, Н. П. Глазков, А. Н. Голенков, А. Л. Дуклер, ;
М. К. Жоховский, Л. М. Закс, А. В. Кубарев, М. П. Орлова, Л. М. Пятигорский,

В. И. Сачков, В. Д. Фрумкин, Г. К- Ягола



ПРЕДИСЛОВИЕ
Развитие метрологии и большие задачи, стоящие перед ней в нашей

стране, требуют проведения широких теоретических исследований в метро-

логических институтах. В Трудах институтов комитета предполагается

издание сборников по теоретическим вопросам физики, радиотехники

и метрологии.

В настоящий, первый, сборник включены статьи, содержащие неко-

торые теоретические исследования в области физики, выполненные

во ВНИИФТРИ в 1963—1964 гг.

Сборник состоит из четырех разделов. В первом разделе помещены

статьи по теории твердого тела. Первые три из них посвящены проблеме
усиления упругих волн при взаимодействии потоков заряженных частиц

с волнами различных типов. В связи с тем, что эта область физики твер-

дого тела развивается очень быстро, впервые дан обзор обширной лите-

ратуры по теоретическим вопросам этой проблемы. Показано, что в слои-

стой системе полупроводник — пьезодиэлектрик может быть получено

усиление своеобразных поверхностных акустических волн. Рассматри-
вается интересный новый эффект — усиление изгибных волн в полупровод-

никовой пластинке.

В статье, посвященной измерению констант полупроводников на боль-
ших частотах, предлагается метод измерения констант по измерениям

фазы и амплитуды упругой волны, распространяющейся в постоянном

электрическом поле. Этот метод позволяет также, в принципе, оценивать

частотную зависимость некоторых констант пьезополупроводниковых
кристаллов.

Дана теория монотонной части магнитной восприимчивости в сильных

магнитных полях. Показано, в частности, что путем экспериментального

исследования магнитной восприимчивости можно при произвольном законе

дисперсии найти зависимость энергии и плотности состояний основного

состояния от магнитного поля. Исследован характер распространения

электромагнитных волн в одноосных кристаллах, обладающих магнито-

электрическим эффектом.
В статье о теплоемкости вещества вблизи критической точки жидкости

и газа обсуждается вопрос о максимумах термодинамических величин

в закритической области в связи с недавно обнаруженной логарифмиче-
ской особенностью теплоемкости С ѵ в критической точке.

Второй раздел посвящен исследованиям по теоретической радио-

физике. Дана коротковолновая асимптотика собственных функций урав-

нения Гельмгольца. Предложен и развит метод описания полей функциями
параболического цилиндра.

Теоретически и экспериментально показаны возможности создания

быстродействующих нитяных болометров. Рассмотрение температурных

3



волн позволило объяснить некоторые свойства болометров. Приведен
теоретический анализ ряда вопросов поведения тонких пленок и нитей
как элементов волноводных устройств, причем основное внимание уделено

вопросам согласования. В одной из статей этого раздела сделаны, по-види-

мому, первые шаги в исследовании' погрешностей отклоняющих систем

бегущей волны.
Статьи третьего раздела содержат работы по теоретической ядерной

физике. Первые две статьи посвящены рассмотрению основных и низко-

возбужденных состояний ядер на основе теории конечных ферми-систем.
В одной из них вычислены значения квадрупольных моментов большой
группы нечетных ядер; они хорошо согласуются с экспериментальными

данными. Другая статья посвящена изучению объемного распределения

электрического заряда в ядрах различных изотопов и в ядрах, находя-

щихся в возбужденных состояниях. На основе полученных данных про-

веден анализ природы изомерного состояния ядер.

В третьей статье в рамках единой теории резонансных ядерных

реакций учитываются мнимые члены оптического потенциала системы

ядро плюс частица, обусловливающие переход падающего нейтрона из
одночастичного состояния в составное ядро во всех открытых каналах
реакции. В явном виде получено выражение для среднего сечения пар-

циальной реакции.
В отдельной статье для целей дозиметрии радиоактивных аэрозолей

исследован эффект самопоглощения альфа-излучения и осаждения дочер-

них продуктов радона в цилиндрических каналах.
В четвертом разделе помещена статья, в которой показано, что наблю-

дение за прецессией гироскопа, помещенного на искусственный спутник

Земли, позволяет экспериментально отличить общую теорию относитель-

ности от выдвигаемых вместо нее линейных теорий гравитации.



I. ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

В. И. ПУСТОВОЙТ

УДК 539.293 : 537.533.7

ТЕОРИЯ УСИЛЕНИЯ УПРУГИХ волн

в полупроводниках

В последнее время проявляется большой интерес к взаимодействию
потоков заряженных частиц с различными типами волн, которые могут

существовать в той или иной системе. Впервые исследование таких явле-

ний было начато в газоразрядной плазме. В электронно-ионной плазме

возможно распространение волн многих типов (особенно при наличии

внешнего магнитного поля) и присутствие электронных потоков или пуч-

ков, как правило, приводит к нарастанию, т. е. к усилению или генерации

волн в системе. В конечном счете это приводит к развитию явлений неустой-
чивости в газоразрядной плазме.

Лишь сравнительно недавно начали изучаться аналогичные явления

в твердом теле — в полупроводниках и полуметаллах, в которых электрон-

ные или «дырочные» потоки можно создавать с помощью внешних полей

или с помощью градиентов концентрации или температуры. В литературе

имеется сравнительно много работ, посвященных изучению различных

явлений неустойчивости, которые вызываются электронными потоками

в твердом теле. Весьма условно эти работы можно было бы разделить на две

группы: первая — это работы, в которых исследуются возбуждения плаз-

менного типа, вторая — в которых исследуется раскачка тех или иных

«решетчатых» волн электронными потоками.

Характерная особенность работ первой группы заключается в том,

что при возбуждениях плазменного типа решетка кристалла играет второ-

степенную роль: потоки носителей возбуждают ту или иную волну, суще-

ствующую в самой электронно-дырочной плазме. Вторая группа работ
характеризуется тем, что решетка здесь, наоборот, играет активную роль:

электронные потоки возбуждают или усиливают ту или иную решетчатую
волну.

Чтобы как-то сузить круг рассматриваемых вопросов, из этих двух

больших и самостоятельных проблем остановимся только на второй,
а именно, исследуем вопросы, связанные с усилением упругих волн

в решетке *. При этом останутся в стороне такие вопросы, как усиление

оптических и спиновых волн; их рассмотрение безусловно представляет

интерес, но выходит за рамки настоящей статьи.

Экспериментально усиление упругих волн было впервые обнаружено
Хатсоном, Макфи и Уайтом [1 ], которые наблюдали усиление ультразву-

Читателям, интересующимся плазменными явлениями в твердых телах, можно
рекомендовать обзор А. А. Веденова, опубликованный в журнале «Успехи физических
наук», 84, 533, 1964.
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ковой волны, проходящей в пьезополупроводящих кристаллах сернистого

кадмия, когда средняя скорость движения электронов превышала ско-

рость звука.
Физический процесс, происходящий при усилении или генерации

акустических волн дрейфующим потоком электронов в твердом теле,

состоит в следующем. Проходящая упругая волна приводит к перерас-

пределению электронов в пространстве таким образом, что образуются
области повышенной концентрации электронов, т. е. пространственный
объемный заряд. Если теперь с помощью внешнего поля или каким-либо
другим путем заставить объемный заряд дрейфовать в направлении волны

со сверхзвуковой скоростью, то подобно свободным электронам, он будет
излучать фононы. Такова физическая природа эффекта усиления в области
малых частот, когда усиление или генерация упругих волн обусловлена
излучением Черенкова объемного заряда, образованного самой волной.
В области больших частот, когда объемный заряд не успевает образоваться
за время, равное периоду волны, усиление обусловлено эффектом Черен-
кова отдельных электронов, аналогично пучковой неустойчивости в газо-

разрядной плазме.

Характер распространения ультразвуковых волн в твердых телах,

их скорость и декремент затухания или нарастания, кроме упругих

констант и тензора вязкости кристалла, определяются еще и состоянием

электронно-дырочной плазмы.

Поскольку плазменная часть затухания иди усиления ультразвуко-

вых волн, а также изменение их фазовой скорости полностью определяются

тензором диэлектрической проницаемости среды, то основной вопрос

при исследовании этого круга явлений — нахождение тензора диэлектри-

ческой проницаемости электронно-дырочной плазмы по слабому перемен-

ному полю волны.

Наличие направленного движения электронов или дырок приводит

к тому, что по отношению к некоторым волнам система становится нерав-

новесной: вместо обычного поглощения оказывается возможным усиление
или генерация волн. Последнее возможно только при выполнении условия

Черенкова, т. е. тогда, когда скорость дрейфа превышает фазовую скорость
волны. Для тензора диэлектрической проницаемости это соответствует

изменению знака его мнимой части, т. е. проводимости.

Таким образом, основная проблема всех рассматриваемых вопросов

заключается в вычислении тензора диэлектрической проницаемости кри-

сталла при наличии направленных потоков заряженных частиц. Поэтому
вначале находят тензор диэлектрической проницаемости среды в различ-

ных случаях. Следует также заметить, что тензор диэлектрической про-

ницаемости среды определяет не только плазменную часть затухания или

усиления упругих волн, но и ряд других явлений, в том числе и чисто
плазменных, поэтому определение его значений представляет также

и самостоятельный интерес.

Первая часть обзора посвящена нахождению тензора диэлектри-
ческой проницаемости. Вначале рассмотрена область малых частот и про-

анализирована физическая природа эффекта. Затем с помощью кинети-
ческого уравнения рассмотрена область больших частот. Наконец,
в последнем разделе первой части рассматривается проницаемость плаз-
менной среды в квантующем магнитном поле. В зависимости от величины
магнитного поля проницаемость электронно-дырочной плазмы осцилли-
рует, и вместе с ней осцилляторным образом изменяется и усиление

(затухание) упругих волн.

Вторая часть посвящена исследованию усиления акустических волн
в различных кристаллах: в пьезополупроводниках, когда взаимодействие
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обусловлено электрическим полем, которым сопровождается упругая

волна, и в полупроводниках и полуметаллах, когда взаимодействие обус-
ловлено деформационным потенциалом.

І. ПРОНИЦАЕМОСТЬ ПЛАЗМЕННОЙ СРЕДЫ ПРИ НАЛИЧИИ ДРЕЙФА

Общие замечания

Как уже говорилось выше, на опыте было обнаружено усиление аку-

стических волн, когда скорость дрейфа носителей превышала скорость

волны. Чтобы проиллюстрировать физическую природу этого эффекта,
рассмотрим характер распространения в среде плоской продольной элек-

трической волны

E(r, t)^-Ej (at- ikx ) E„\\k. (1.1)

Электрическое поле волны Е_ производит над средой работу, равную аЕі,
где о — проводимость среды по переменному полю волны. Знак работы,
очевидно, определяется знаком проводимости с: если а > 0, то проходящая
волна поглощается средой, если же с < О, то среда, наоборот, отдает

энергию волне, и амплитуда ее растет. Таким образом, чтобы выяснить

хотя бы качественно характер взаимодействия волны (1. 1) со средой,
необходимо определить знак проводимости среды по переменному полю

волны.

Покажем, что если в плазменной среде имеется направленное движение

частиц (электронов или дырок), то при скорости частиц, превышающей

фазовую скорость волны Ѵф = —г- , проводимость среды становится отрица-

тельной. Для определенности будем считать, что направленное движение

частиц создается внешним постоянным электрическим полем Е= (разу-
меется, возможны и другие способы создания дрейфа, например, с помощью

градиентов концентрации или температуры). Тогда для переменной состав-

ляющей тока в линейном приближении по полю волны имеем

J.J, = (<7©)_ = ел 0 г>_ •+ enjo d . (1.2)

Здесь п 0 — равновесное значение концентрации электронов *,
е — заряд,

п~ (f, t) — отклонение концентрации носителей от равновесного

значения, вызванное волной (1. 1),
v d — скорость дрейфа носителей, обусловленная внешним

постоянным электрическим полем, £ = ,

ѵ„ — переменная скорость частиц в поле волны.

В выражении (1. 2) отброшен член «_©_, который в линейном прибли-
жении по £_ (считается, что £_ < £=) мал. Как видно из формулы (1. 2),
переменная компонента тока состоит из двух частей: первый член еп 0 ѵ_ —

это ток колебательного движения электронов, который обычно учитывается

в теории проводимости; второе слагаемое en.jo d — это ток упорядоченного

движения объемного заряда, для появления которого необходимо наличие

дрейфа (v d =f= 0) и переменной составляющей плотности числа частиц,

п~ {г, t) ф 0. Предположим для простоты, что все векторы k, Е и Е^
параллельны и направлены вдоль оси х. Тогда неравновесное значение

* Далее чаще будем говорить только об электронах; разумеется, все в равной мере
применимо и к дыркам.
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концентрации электронов можно определить с помощью уравнения непре-

рывности:

e^f + divj- = 0. (1.3)

Для плоской волны (1. 1) из уравнения (1. 3) находим

Колебательная составляющая скорости ѵ_ в простейшем случае равна

*>„ = ц£~, (1.5)

где [х — подвижность. При больших частотах [х комплексно, однако, так

как нас интересует лишь качественная картина явлений, подвижность ц

будем считать вещественной. Подставляя равенства (1. 4), (1. 5) в выраже-

ние (1. 2), получим [2J:

/- = а_£_, где <у_ = —а?— . (] . 6)

Щ

Здесь а 0 = еп 0 \і — проводимость по постоянному току.

Формула (1. 6) для проводимости показывает, что а_ (ш, k) меняет

знак при

v d > ѵ ф , (1. 7)

т. е., когда скорость дрейфа носителей превышает фазовую скорость

некоторой продольной электрической волны, распространяющейся в среде.

При и,/ = Ѵф, как видно из выражения (1. 6), имеет место бесконечный
резонанс. На самом деле, при резонансе ток конечен вследствие соударе-

ний носителя с фононами, диффузии объемного заряда, а также и вслед-

ствие других причин, которые могут быть учтены только при более стро-

гом рассмотрении задачи. Как увидим ниже, простая формула для прово-

димости среды (1 . 6) справедлива лишь при малых частотах, когда ш С ~ ѵ >

где ѵ — эффективная частота соударений носителей, т — масса носителей,
а М — эффективная масса рассеивающего центра.

Условия появления отрицательной проводимости плазменной среды

для продольной электрической волны (1.7) есть не что иное, как условие

для черенковского излучения [31: скорость дрейфа электронов должна

превышать фазовую скорость раскачиваемой волны. Однако роль черен-

ковского излучателя здесь играет не одна частица, как это обычно бывает,
а группа частиц — переменная составляющая плотности их заряда.

Если при обычном черенковском излучении волну излучает каждая

частица в отдельности (лишь бы ее скорость превышала фазовую скорость

волны)^, то в этом случае волну излучает объемный заряд, дрейфующий
под действием внешнего поля. Образование переменной компоненты плот-

ности электронов п^ (г, t), т. е. объемного заряда en__(r, t), обусловлено
наличием переменного поля самой продольной волны, которую усиливает

или возбуждает объемный заряд. Поэтому в этом случае мы имеем систему

(объемный заряд — волна), как бы связанную обратной связью. В отличие

от этого при обычном излучении Черенкова электрон и вызванная им волна

(в линейном приближении) не взаимодействуют друг с другом.

Поскольку направленная скорость движения электронов в твердых

телах обычно не превышает 10 5— 10 7 см/сек, то ясно, что усиливать можно

сравнительно медленные волны. Вопрос о том, какая именно волна может
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распространяться и усиливаться в системе, зависит, разумеется, от свойств
самой среды и в конечном счете решается с помощью дисперсионного

уравнения.

Наиболее легко усиливаются акустические волны, скорость которых

в твердых телах обычно не превышает 10 5— 10° см/сек. Взаимодействие аку-

стической волны с дрейфующим потоком носителей может осуществляться

несколькими способами. Однако наиболее сильно это взаимодействие
в пьезополупроводниках, когда проходящая волна сопровождается элек-

трическим полем. Именно в пьезополупроводящих кристаллах Cd S
этот эффект был обнаружен впервые [1 ].

Для условий, когда длина свободного пробега волны / велика

(kl > 1), и электрон ведет себя как свободная частица, можно также при-

вести простые соображения, показывающие, что при дрейфе электронов,

превышающем фазовую скорость фононов, возможно черенковское излу-

чение фононов. Эти рассуждения почти ничем не отличаются от обычного
случая (фотонного) эффекта Черенкова [3].

Рассмотрим случай вырожденного полупроводника, когда электрон

подчиняется статистике Ферми. Пусть с помощью некоторого механизма

в объеме полупроводника создан дрейф электронов со скоростью v d .

Тогда при температуре, близкой к абсолютному нулю, можно считать, что

все состояния с (ѵ — v d y < ѵ\ заняты, а состояния с (ѵ — ^) 2 >- v 2F
(vf — скорость Ферми) — свободны. Другими словами, наличие дрей-
фового движения приводит к смещению центра сферы Ферми на вектор из-

начальная скорость электрона ѵ и до испускания фонона и конеч-

ная ѵ к , очевидно, должны удовлетворять неравенствам

(ѵ н — Vd) 2 < ѵ%, (ѵ к — Vdf > ѵ%, (1.8)

т. е.

{v xl -v d f<(v K -v d Y. (1.9)

Начальная и конечная скорости электронов связаны законами сохранения

энергии и импульса:

1 2 1 2
^тѵ,, =---^тѵ к -{- йш, mv n — тѵ к + hk, (1. 10)

где k — волновой вектор фонона. Подставляя в формулу (1. 9) выраже-

ние (1. 10), получим условие, которому должна удовлетворять скорость

дрейфа электронов

(kv d ) > ш . (1. 7, а)

Следовательно, как при малых, так и при больших частотах, излучение

фононов возможно только при условии выполнения условия Черен-
кова (1. 7).

Эти рассуждения могут быть распространены и на случай конечных

температур [4, 5]. Для этого рассмотрим уравнение для фононной функ-
ции распределения N k

где fp — функция распределения электронов с импульсом р и энер-

гией ер , Л — константа электрон-фононного взаимодействия. Пред-

9



положим, что электронная система описывается смещенной на вектор v d

функцией распределения Ферми:

и т-ехрі-е -----J? ---- (1.12)

где 6j° — энергия Ферми, к — постоянная Больцмана. Если в момент

t = О фононы находились в равновесии, т. е. если N k = N^\ где N^ —

функция Планка, то решение уравнения (1. 11) имеет вид [6],

N k (t) =0 -№(vd)] е°ЧлСЫ,
где

<Ч^) = fi(<Ok—kVd)
ехр

Y.T

1 — ехр
Йсо 4 — hv d k

кТ Л* 2 /*+, ( 1 - //,) б (ер + й _ в, + Йи*)- ( 1 • І 3)

Из выражения (1. 13) видно, что а < 0 для ша> kv d и а > О для а>*<
<С kvd- Таким образом, мы снова приходим к условию Черенкова (1. 7).

Качественное исследование эффекта усиления акустических волн

в полупроводниках, которое было сделано выше, охватывает два предель-

ных случая: с одной стороны, когда длина свободного пробега электронов

по сравнению с длиной волны мала (случай малых частот), и с другой сто-

роны, когда она бесконечно велика. Однако интересно изучить этот эффект
во всей области частот. Для этого следует найти функцию распределения

электронов с учетом дрейфового движения носителей, с помощью которой
уже могут быть получены все характеристики, определяющие распростра-

нение звука в полупроводниках.

Тензор проводимости среды на малых частотах

Чтобы подробно исследовать явление усиления акустических волн

в полупроводниках, предварительно необходимо найти тензор электрон-

ной проводимости при наличии направленного движения электронов,

так как он полностью определяет электронную часть поглощения (или
усиления) акустических волн.

Первое экспериментальное указание на то, что в поглощении звуко-
вых волн существенную роль играют электроны проводимости, было полу-

чено Бёммелем [6], теория этого явления впервые была предложена
Пиппардом [7], а затем уже развивалась многими авторами [8— 12].

Полученное выше выражение (1. 6) для продольной проводимости

имеет весьма ограниченную область применения. Действительно, при
выводе формулы (1.6) считалось, что все электроны движутся с одинако-
вой скоростью, определяемой внешним постоянным полем; хаотический
тепловой разброс частиц по скоростям при этом не учитывался. Однако
направленная скорость электронов в твердых телах практически всегда
намного меньше хаотической тепловой скорости, поэтому заранее еще не
очевидно, что наложение небольшой направленной скорости на хаотиче-
ское движение может привести к появлению отрицательной проводимости.

Поэтому необходимо строгое вычисление тензора проводимости плазмен-
ной среды при наличии дрейфа.

Ниже тензор проводимости будет найден квазигидродинамическим

методом, к которому может быть сведено строгое кинетическое рассмотре-

ние, во всяком случае, в области малых частот.
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Будем исходить из кинетического уравнения для электронной функ-
ции распределения

-Ц- + ©Ѵ J. + -F^L + Stf=0. (1.14)

Здесь F __ сила, действующая на электрон. Если в системе имеются

только электрические и магнитные поля, то

е [Е + \[ѵН]) (1.15)

есть просто сила Лоренца. В случае электронно-дырочной плазмы, помимо
силы Лоренца, на электрон (дырку) будет действовать и другая сила,

обусловленная взаимодействием электрона с решеткой. Ниже мы еще

вернемся к этому вопросу, а пока будем считать, что в среде имеется

только электрическое поле £= и магнитное Я.
Решение кинетического уравнения (1. 14) будем искать в виде разло-

жения по полиномам Лежандра в пространстве скоростей

/ (г, ѵ, t) = 2Р а (cos a) U (г, ѵ, t), (1- 16)

ѴОИ т-г

где а — угол, определяемый соотношением cos а = . , . . При определен-

ных условиях (о которых речь пойдет ниже) для функции распределения / (г,
ѵ, t) можно ограничиться только первыми двумя членами разложе-

ния (1. 16). Тогда нетрудно показать (см. [13], § 38 и [14]), что первые
две функции /0 (г, v, t) и /, (г, v, t) удовлетворяют следующей системе

уравнений [15]:

"IT + ?ИѴ* + WW^ E =^ + ^. =0, (1.17)

%^„иГхв
ж г wj Q + -f^ -.+--ІЙГ [ВД - 5 ^ = °> 0- 18 >

где So/o и Si/j — преобразования Лежандра интеграла соударений |[14 ].
Нас интересует комплексная проводимость среды по переменному

полю волны при наличии дрейфа. «Включение» слабого переменного
поля Е^ё ШІ ~ ікг меняет функцию распределения, и у симметричной
} 0 (г, ѵ, t) и у несимметричной Д (г, v, t) частей функции распределения

появляются малые добавки, вызванные волной

f(r,V,t)=f 0 + <p(r,V,t) :4-.^, /г + (рі (Г, V, t). (1.19)

В линейном приближении по слабому полю волны Е_ уравнения для
ф 0 (г, ѵ, t) и фі (яг, и, 0. как это видно из выражений (1. 17), (1. 18),
будут:

^-йѵ**^| ГІ(^-*ЙЧт&Р.--з^|г<^-Л). С' 20»

где в преобразованиях Лежандра интегралов соударений S 0% и S^
стоит ф 0 вместо /0 и ф х вместо /х *. Функции f 0 и Д, входящие в систему

* Это справедливо только для той формы интеграла соударений, которая является
линейным оператором относительно функции распределения. Если он нелинеен, как напри-

мер, будет при учете электрон-электронных соударений виды Sf и S<p в выражениях (1. 20),
(1. 21) и (1. 17), (1. 18) будут различны.
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(1. 20), (1. 21), удовлетворяют уравнения (1. 17), (1. 18), решение которых

в стационарном случае для однородной плазмы имеет вид [13— 151:

/о (ѵ) = const ex р
mv dv

■лТ

/.(»)

3/габупѴ 2 (ѵ)

4- Q (QE = ) - ѵ [Q£ = ] dfo

m v (U 2 4- v 3 ) dv

(1.22)

(1.23)

Здесь v

x

эффективная частота соударений электронов,

постоянная Больцмана,
г» еНit = ------- циклотронная частота электронов,

б уп = 2ml М, где М — масса рассеивающего центра.

Для твердотельной плазмы, когда рассеяние носителей происходит,

в основном, на тепловых и акустических колебаниях решетки (фононах),

вместо массы тяжелой частицы М, в формулу входит Щ- —эффективная

масса фонона, где y s — скорость звука в решетке [15].
Поскольку ср ~ e iat- ikr , из системы уравнений (1. 20), (Г. 21) может

быть определена функция <pj (k, ѵ, ш) [16]:

Фі =-7r\v'G + Q(QG) — v'\QG]\

.'3 Q 2 v' = v + г'со, а вектор G равенгде A == v

G = ikv % -^^

Из определения плотности тока

еЕ~ df 0

m дѵ

j == е J vf (r, v, t) d 3 v

следует, что тензор проводимости равен

ац (ш, к) .= eL,- j и :і ф и (и) du,

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

где L t — оператор, который отбирает члены, пропорциональные только

компоненте поля £_,-; (L / ' 1̂ a imE^„ l = аи). Если теперь в выражение (1. 27)
подставить значения из формулы (1. 24), то получим два типа интегралов

от функций и 2 ф 0 (ѵ) и и 4 ф 0 (w), которые уравнением непрерывности свя-

заны с интегралом от известной функции v'2 f0 (ѵ). Очевидно, что с точ-

ностью до коэффициента порядка единицы можно считать, что

j и4ф 0 (v) dv Sr v\ j и2 фо (и) dv. (1.28)

Соотношение (1.28) означает, что максимум функции ф 0 (ѵ) находится

вблизи ѵ = ѵ т — тепловой скорости частиц, что физически вполне

разумно, так как направленная скорость — скорость дрейфа — намного

меньше хаотической тепловой скорости частиц. Сравнение с одномерным

случаем [17], который может быть рассчитан до конца, показывает, что
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в соотношении(1. 28) справадолжен стоять множитель порядка трех.

Легко, показать, что предположение(1. 28) эквивалентноквазигидро-

динамическомурассмотрениюпри изотропномдавлении [13].
Подставляя выражение(1. 24) в (1. 27) и используя уравнение(1. 28),

получим выражение для тензора проводимостисреды [17J:
■ 2

Ol7 (a,, ft)=a 0X L, ---------------- ^ -̂---- ^-
u 1

шсоА мА
(ftP)

где

со

Оо-^7.|у 2 /о(^)^
отѵ

о

— проводимостьсреды по постоянномутоку, а векторы А и Я равны

Л - ѵ г?£ + Й (Й£)— ѵ' [Й£], Р = v'ft + Й (Й&) — v ! [Qk].

Рассмотримнекоторые частныеслучаиформулы (1. 24). При отсут-

ствиимагнитногополя для чисто продольной волны (1. 1) имеем

а ((о, *)-а 0 -------— ^ , 2 г , (1.30)
11 ч 7 fit' . іѵ Т к

<?£_
где v d = —— — скорость дрейфа электронов.

Как и следовало ожидать, выражение (1. 30) отличаетсяот фор-
мулы (1. 6) только конечнойшириной резонансапри vd = и ф . С другой
стороны, предельныйпереход к случаю, когда пространственнаядиспер-

сия отсутствует,дает известный результат [13— 18]:

Rea^co, 0) = с 0 , Re в „ (со, 0) == І+^-

Наоборот, при отсутствиинаправленногодвижения частиц, когда про-

странственнаядисперсия, существенна

1
Reo„ (0, k) = a 0 , Res.. (0, k) =0 , л-, уу, п., , ft2^

/ кТ
где r D = 1/ -j-^-j-------дебаевскийрадиус экранирования.

Ниже мы увидим, что выражение для проводимости(1. 29) спра-
ведливо только в областималых частот,так что векторы А и Р и детерми-

нантА можно считатьчистовещественнымивеличинами,и тогданетрудно

выделить действительнуюи мнимую частитензорадиэлектрическойпро-
ницаемости.В итогедействительнаячасть тензорапроводимостименяет
свой знак, когда направленнаяскорость электронов превышаетфазовую
скорость волны, т. е.

е (kAJ)

тД
>a>.

Для очень сильногомагнитногополя, когда Q > ѵ это соотношениеозна-

чает, что сЕ/Н> (со/б).
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Это же выражение для комплексного тензора диэлектрической про-

ницаемости может быть получено и из квазигидродинамической си-

стемы [13]:

тп Г|£--г (г»Ѵ)г»1 = еЕ— УР — тпѵѵ, (1.31)

-аГ + dlVnt» = О,
01

где л (г, 0 — концентрация электронов;

Р — давление электронного газа;

Р = пкТ — как и для идеального газа.

В том случае, когда электронный газ находится в вырожденном

состоянии, т. е. %Т < е р , где е р — энергия Ферми, градиент давления ѴР

будет [19]:

ѴЯ--|-у 2р Ѵ«, (1.32)

где v F — фермиевская скорость, и, как это нетрудно показать из урав-

нений (1. 31), окончательное выражение для комплексного тензора диэлек-

трической проницаемости будет отличаться от выражения (1. 29) только

тем, что вместо тепловой скорости электронов ѵ г в результат войдет -j= v F .

ѵ з
Рассмотрим теперь условие применимости разложения (1. 16) и роль

частоты соударений.
Как показано в книге Гинзбурга [13], система (1. 17), (1. 18) для

однородной плазмы применима, когда

хГ е (У+^) ^ бУ"« 1 ' ( бУ"=^г)' ^ 1 ' 33 )

т. е. практически всегда. Соотношение (1. 33), если не рассматривать

особые случаи зависимости частоты соударений ѵ (и) от скорости ([13],
§ 38), выполняется во всей области частот как больших со > ѵ, так

и малых со <С ѵ.

Однако, если среда не однородна, т. е. ду/дг =h 0, условие приме-

нимости системы (1. 17), (1. 18) другое: функции ср 2 , ф 3 и т. д. в разло-

жении (1. 16) можно отбрасывать только в случае, когда

(1.34)дфо
дг »

<3ф 2

дг 1

Далее, следуя работам [13, 14], из уравнения для ф 2 находим, что ср 2

<ѵ> дер, г- * е Е <ѵ>
~ — Г--Р- , если поле Е слабое; при сильном поле ср 2 ---- — —— фі

где <и> означает среднее значение скорости. Из системы (1. 17), (1. 18)
оцениваем ф х и ф 0 , полагая при этом ^оФо — б уп ѵ/ 0 . В результате для

условия (1. 34) получаем

■ \_ _±

(СО 2 + 6 уп Ѵ 2 ) 2 >> ((0 2 + Ѵ 2) 2 _

что фактически означает

со«ѵ, б уп «1. (1.35)

Условия (1. 35) ограничивают степень нестационарности и неоднород-
ности в плазме, другими словами, энергия и плотность электронов

, М '■'_',
не должны существенно меняться за время t ---- — v \
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С другой стороны, в области больших частот, когда со > ѵ и соуда-

рениями можно пренебречь, кинетическое уравнение для малого откло-
нения от равновесной функции распределения будет:

*P + „4?- + — ф- = 0, (1.36)

где ф (г, ѵ, і) — малое отклонение от равновесной функции. В случае
малых частот, когда соударения играют определяющую роль как для
равновесной функции распределения, так и для токовой добавки, обус-
ловленной волной, получаем полную систему уравнений [(1. 17), (1. 18)
и (1. 20), (1. 21)]. Однако в области больших частот получить полную
систему уравнений для определения как равновесной, так и неравновес-
ной функций распределения мы не можем. Поэтому вид равновесной
функции распределения обычно постулируют: если внешнего поля нет,

то в качестве /00 выбирают максвелловскую или фермиевскую функции
распределения, при наличии же внешнего поля можно, например, взять
«смещенное» максвелловское распределение:

В области больших частот выражение для проводимости, как это следует

из выражения (Г. 36), будет

Выражение (1. 37) также меняет знак при v d > a/k, где v d — некоторая
направленная скорость. В литературе имеется много работ (см. например,
[18, 20—29]), посвященных появлению неустойчивости без столкно-

вений, когда направленная скорость частиц превышает фазовую скорость
волн. Появление нарастающих волн при этом обусловлено черенковским
излучением волны отдельной частицей или пучком заряженных частиц.

В отличие от этого при малых частотах, когда ю < о, роль излучателя
играет не одна частица или пучок, а область пространственного заряда,
которая движется со скоростью, превышающей фазовую скорость волн.
Это непосредственно видно из выражения для продольной проводимости

оо оо оо

*.<«»• ^) =Sj u2cp » do+ xv[ u4dy + ^I y2/ody - (L38)
о 6 о

Изменение знака о„ (со, k) зависит от первого члена в выражении (1. 38),
т. е. от величины, пропорциональной vd q _,

где
оо

q„ = e\v\ 0 (v)dv, (1.39)
о

т. е. от объемного заряда.
Чтобы проиллюстрировать различие в механизме раскачки волн

на малых и больших частотах, рассмотрим задачу о раскачке продольных

колебаний в электронно-ионной плазме.
Как показали Коврижных и Рухадзе [30], инкремент нарастания

продольных волн (ионного звука) в плазме без столкновений слабо зависит
от концентрации электронов в пучке (имеется даже область изменения кон-
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центрации электронов, в которой инкремент нарастания ионного звука
вообще не зависит от последней). В отличие от этого на малых частотах,
как показывает анализ дисперсионного уравнения, для раскачки ионного
звука в плотной плазме нарастание волны в значительной степени зави-

сит от концентрации электронов.

Реальная часть проводимости в области частот ( со/ѵ) ~ о уп ~ —^-

начинает уменьшаться, что обусловлено диффузией объемного заряда.

Из системы (1. 20), (1. 21) следует, что q__ удовлетворяет уравнению

диффузии с эффективным временем тд s=& ----- -. Если тд >• 1/со, то за

время, равное периоду волны, объемный заряд не успевает образоваться,
и проводимость падает. Условие т д > 1/со фактически означает, что

со/ѵ > б уп .

В квазигидродинамическом рассмотрении, приведенном выше,

не учтена зависимость частоты соударений от скорости. Разумеется,
получить какие-либо количественные результаты, когда неизвестен явный
вид зависимости ѵ (ѵ) и.функции распределения, невозможно. Необходимо
предварительно решить кинетическое уравнение. Однако некоторые

соображения о том, как качественно влияет зависимость ѵ (и) на прово-

димость плазменной среды при малых частотах могут быть высказаны [16].
Можно показать, что и при учете зависимости частоты столкновений

от скорости (при наличии направленного движения частиц в среде) про-

водимость может изменить знак [16]. Скорость дрейфа при этом опреде-

ляется через некоторую эффективную частоту столкновений, зависящую,

разумеется, от преобладающего типа рассеяния. Вид зависимости ѵ (и),
однако, значительно влияет на температурную зависимость проводимости.

Граничное значение частоты, при которой активная проводимость

падает, по-разному будет зависеть от температуры для того или иного

типа рассеяния. Например, при рассеянии на нейтральных молекулах,

когда

ѵ (ѵ) = na 2N M v

(а — «радиус» молекулы, N M — концентрация) граничное значение

частоты, при которой активная часть проводимости падает, будет пропор-

циональным TJ '-, т. е. с увеличением температуры падение проводимости

происходит при более низких частотах [16]. Наоборот, при рассеянии

на заряженном ионе или на заряженной примеси граничное значение

частоты оказывается пропорциональным Т/ 2 .

Таким образом, в зависимости от вида функции ѵ (ѵ) температурная

зависимость продольной части тензора проводимости может изменяться.

Граничное значение скорости дрейфа, при котором поглощение сменяется

усилением, также будет зависеть от вида функции ѵ (ѵ). Заметим, что зави-

симость тензора проводимости плазменной среды, в которой происходит

направленное движение частиц от ѵ (о) пока еще последовательно не рас-

сматривалась.

Вычисление тензора проводимости с помощью

кинетического уравнения

Как уже указывалось, квазигидродинамическое рассмотрение при-

менимо только при выполнении условия со/ѵ <С б уП , т. е. на сравнительно

малых частотах. С целью рассмотрения вопроса о затухании и усилении

высокочастотных упругих волн в полупроводниках, вычислим тензор про-

водимости, который можно было бы использовать и на больших частотах.

1"6 ;



Вместо реального полупроводника рассмотрим газ электронов

(дырок) плотности п 0 , который движется через однородный положитель-

ный «фон» той же плотности. Функция распределения электронов опреде-

ляется из решения кинетического уравнения'

д( ^ и дг ^ т дѵ

где F

■зн-*-£+-£"£+.аь/ = о, (1.40)

сила, действующая на электрон,

F = -е (Е = + £ Г)';

St — оператор столкновений.

Изменение функции распределения из-за соударений будем учитывать

с помощью времени релаксации т

f-/osSt/ (1.41)

где /os (г, v, t) — сферически симметричная часть функции распре-

деления.

При таком подходе соударения, которые приводят к появлению

пар — электрона и дырки, а также к процессам рекомбинации и захвата,

не учитываются. Формально все выводы справедливы для бесконечно

большого времени жизни носителей, однако можно предполагать, что и при

конечном времени жизни носителей основные качественные результаты

не изменятся.

Наличие упругой волны в кристалле приводит к тому, что рассеяние

носителей происходит на движущемся центре (например, примеси),

и поэтому сферически симметричная часть функции распределения в про-

странстве^ скоростей должна быть симметрична в той системе координат,

в которой находится рассеивающий центр, т. е.

/0s (r, v, t) = 10s (v-w (r, i), eF (г, t)). (1.42)

Здесь w (r, t) — скорость рассеивающего центра, e F (r, t) — энергия

Ферми, выбранная так, чтобы локальной электронной плотности п {г f)

можно было придать требуемое значение- [31 ]. Выражение (1. 42) удобно

разложить в ряд Тейлора по малому возмущению, вызванному волной,

(1.43)fos = /оо ----- -й 2 - {nivw + Ae F ),

где /оо — распределение Ферми, Де р — изменение уровня Ферми вслед-

ствие образования объемного заряда, а

Де г ер (г, 0-вО-з-
2 n_(r, t) 0

ер. (1.44)

Полную функцию распределения / (г, v, t) представим в виде

/ (г, ѵ, 0 = /00 + /01 + ф (г, ѵ, t), (1. 45)

гД е /оі (ѵ) —токовая добавка к равновесной функции распределения,

которая вызвана внешним постоянным электрическим полем. Эта часть

функции распределения постоянна во времени и пространстве. q> (г, v, t) —

часть функции распределения, которая полностью вызвана волной,

и поэтому пропорциональна еШІ ~ ікг . Подставляя выражения (1. 42),
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(1 43) и (1. 45) в кинетическое уравнение (1 40) и решая его методом
последовательных приближении, найдем [32].

й( в )-'- Г»^ф. *<= ^= (L46)

Ф(*. v, w) = -г^^ТТТ^ГЧ ~ «У 3 "о
, Г у п« \ „ 2 л~ о

1 +шт — it (йя)

mtu \ 2 n ~ о
F — --------]1> — "5" ~ТГ~ F

v c ~ ет / 3 Up
ет (£~г>) + et ------ г^Гшх^Лг~(ШГ~

(1.47)

& л 4fiV и Yl 47) удержаны только линейные
При вычислении функции U . *^ £ ' £ п0 постоянному полю Е =

члены какпо переменному полю волны с», так

обычным образом (148)

,™П 481 значения функции распределения из выра-
ИИ™ ІТй/полуіиГдля компоненты Фурье тока [32]:

, .-■_ й , щ fe)J^L_ eL(co, *)Ѵ,- (1.49)

Здесь

где 2 = 1 + icDT-rt(feo). структуре аналогично выраже-
Выражение для тока (1. 4У) «ЧУ это индуцируемый электри-

нию (1.2). Первый ^енв Формуле (I- 49) ^индудРУ ^ волн

ческим полем волны токртп РпИпоУ '™носителей (уровень Ферми не сме-
и что волна не возмущает ™™*°™\$? Ẑ Q ТО к образованный только
щается). Второй член в формулеД 1 - ™) носителей на движущемся
сголкновительным механизмом из-за рассеяни стршя .

центре. Действительно ^ ГиСсѵтсСиГсоударений (х^ со), этот
щейся к нулю (w - 0), или .при ° ТСУ^ У £ эт0 ток объ емного
ток исчезает. Последний член в выражении и- )

заряда. опгитрпей /г (г, fl также можно опреде-
Неравновесную плотность носителей п_ ^г, ;

лить с помощью функции распределения

п„ (г, 0 = J / <Г> «- *> d4F ~ П °'
однако проще воспользоваться уравнением непрерывности (1.3).



Для определениятензора проводимостив явном виде необходимо

найтикоэффициентыаи , Ьц и вектор V. При низких температурахфунк-
ция Фермиблизкак ступенчатойфункции, а еепроизводнаяк б — функции

от аргумента(в— e°F ). Поэтомудля произвольной. функции справедливо
следующее соотношение:

де
dsV '(V) A-|jdQ(„F> (кТ<<Ер) (1 . 53)

где cffi = sin QdQdy.

Будем считать, что векторы к и vd параллельны. Исследоватьобщий
случайне представляетособого интереса,поскольку нормальная к век-

тору составляющая дрейфа не сказывается на усилениии затухании

волн [32]. Исключая с помощью уравнениянепрерывности(1. 3), нерав-

новесную плотность носителейп„ (г, t) найдемдля тока следующее

выражение:

. . . . тт.-

(1.54)/, (со, к) - оі} (со, к) Ej — Su (со, к)—J- ,

где тензор проводимостиаи (со, к) и тензор Stj (со, к) равны

Vikpdpj
а 11 ^,к) = а ІІ+ -^-^, 5,7 (со, *) = % +

VikpbpUpj

со — (АК)" (1.55)

С помощью соотношения(1. 53) нетруднонайтитензорыщ, и Su в явном

виде и вектор V:

а хх = Зсго (А/)
'сат _ V d \ р

г "I" „ Ш
1 + /сот

/А/(1 + А 2 /2 ) +

, /сот(1+ /сот)3 — А 2 / 2 (1 — со2т 2 ) ]|

/А/[1 + (А/)2 ] 2 ~jf'

а гг = —За0
1 + /сот

2ft 2 / 2 <° :>
"d 1 \ 1 1 -К/сот— /А/

Ifc1" /A/ J Ш l +/С0Т+ /А/

l urf 2А2 / 2 — I

2 uF /А/ [I + А 2 / 2 ]

6 да = *г

Ьхх = За0 ( I + /сот)

За° 2А2 / 2

I v d

Ы
(А/)2 Т ' D F (l + ft2 / 2 )*

Ч І^ + 7АТІ ІП -

(l.56a)

(1.566)

(l.57a)

V =-о
F/A/

l + /сот

Т"йр"гА/(1Ч-А 2 / 2)^

р * I 4- 2А2 / 2
+ v d - V =V =0

у z(l + A 2 / 2 ) 2

где направлениеx соответствуетвектору к; I = xvF

пробега электронов о 0 == -^, а функция р

I + /сот— /А/
р=\

е'п0

тѵ

I

2/А/
ІП-

I + /сот+ /А/

I 4- /сот — /А/

(I. 576)

(1.58)

длина свободного

(1.59)

При вычислениивыражений (I. 56)— (I. 58), как и при решениикинети

ческого уравнения (I. 40), было использовано условие vd < vF .
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Для выяснения физического смысла полученных формул и сравнения
с результатами, приведенными в предыдущем разделе, рассмотрим пре-
дельные значения. Прежде всего отметим, что функция

^{klf для А/«1

1 _.JL(1 -і-штг) для Л/> 1

(1.60)

В предельном случае малых частот, когда Ы « 1, вектор К стремится

к значению Ѵ х = v d + у Wo F , поэтому продольная компонента тензора

проводимости будет

(1.61)

М < 1 і*Ѵ р

Зш

т е она совпадает с результатом квазигидродинамического рассмотрения
(см 'формулу (1. 30) и замечания на стр. 13). В области больших частот
когда длина свободного пробега намного больше длины волны, вектор V

стремится к значению Ѵ^^НО ^ -ІГЦ Н6 зависящем У
от направленной скорости электронов. В этих же условиях выражение
для тока (1. 49) определяется, главным образом, первым членом, в то время
как ток, обусловленный объемным зарядом, стремится к нулю. Это обстоя-
тельство указывает на то, что излучение и усиление волн происходит уже
не вследствие излучения Черепкова объемного заряда, как это было
на малых частотах, а скорее из-за «пучковой» неустойчивости 120-29 1
(т е вследствие когерентного излучения Черенкова отдельных электро-
нов)" В области Ы > 1 продольная проводимость будет

о хх ( а < k ) = а хх(®> Ь) =
За 0

(klf
Я С0 2Т2
2 {klf

1
kv .

ісот (1.62)

Таким образом, и в области больших частот, когда длина волны намного
меньше длины свободного пробега, kl » 1, реальная часть проводимости
становится отрицательной, когда дрейф электронов превышает фазовую
скорость волны. Заметим, что переходить к пределу бесконечно большой
длины свободного пробега в окончательных выражениях для проводи-
мости (1. 55)— (1 - 58) нельзя. Действительно, выражения (1^-(1^58
были получены с использованием соотношения (1. 53). Прит->-«.вв ыра
жениях (1. 56) появляются полюсные знаменатели (со — kv), в силу чего
штегрирование по ѵ с помощью выражения (1. 53) станов ится^ неприме-
нимые В этом случае, как известно [33], интегрирование по Действитель-
ной оси следует заменить интегрированием по контуру, обходящему
сверху полюс со = kv

df 0
ikv„

ViV I u — kv ' '

CO

и при отсутствии дрейфа, т. е. при v d = 0, из последней формулы следует
известные результат Ландау [33] для продольной проницаемости бес-
СТОЛКНОВИТеЛЬНОЙ ПЛаЗМЫ. «„«««я™. rnnTRPT-

Значения (1. 56)— (1. 58) позволяют найти проводимость, соответ
ствующую «столкновительному» току. В области Ы « 1 имеем Ь«(со,
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k) = Gxx ( ш > k), где oxx (со, k) определяетсяформулой (1. 61). В предель-

ном случаебольших частот, когда kl > 1, для S xx (со, k) получим

<-, 2>о 0ітх

Ы (klf
1

kl \ 2 (o W

Последнеевыражениепоказывает, что на больших частотахстолкнови-

тельный механизмне даетвозможности усилить волны. Физическиэто
вполнепонятно, так как при kl > 1 электронпочтисвободен и взаимодей-
ствиеего с волной решеткииз-засоударенийне происходит.

Привысокой температуре,когда%Т > е°,, равновеснаячастьфункции

распределения/00 является уже функциейМаксвелла и интегрирование

по модулю вектора скорости ѵ с помощью уравнения (1. 53) становится
неприменимым.Продольная проводимость в этом случае может быть
рассчитанапо методуЭнскога путемразложенияфункции распределения
в ряд [17, 34]. В итогедля проводимостинайдем[17, 34]:

V.

1 ~\-2ішху (и, k, ѵт) ——

охх («>, k) = q0 - ---------------------2----------------------—---------2— ' (1-63)
V , zrr V. V T

1 ----- —шх-4г— 2шт— ѵ + 2а¥4ѵ
^Ф v% ^Ф 4

где для функции у (со, k, ѵ т ), входящей в выражение(1. 63), было полу-

чено разложениев виде цепнойдроби »

. Зшт ---------ф 4шт ---------гб

— --^ Lj^ - 1 + I* } +••• (1-64)' 2[г + /сот 1 + 3(0, + г'шт 4(х + г'шт

Здесь li ="2 Ѵф/Ѵт, Р = ѵ а /ѵф, Ѵф = a/k. В областималых частотвыра-

жение(1. 64) приводитк уже известномурезультату(1. 30). Что касается
областибольших частот, когда kl > 1, то в этом случаеформула (1. 63)
была исследованачисленным методом, и результаты представлены

на рис. 1. Для вычисленийбыло принято т «=* 10" 12 сек, \.і ?« 3-86-10~4 ,

что примерносоответствуетпараметрамкристаллаCd S при комнатной
температуре[1].

Из рисункавидно, что активная проводимость при любых частотах

меняетзнак при vd = и ф . При малых частотахнаблюдаются резонансные
всплескиактивнойпроводимости,достигающиевесьмабольших значений.
Высота всплескападаетс частотой, и на больших частотахзависимость

ѵ .

проводимостиот скоростидрейфа близка к прямой охх ~ 1 --------• Это
Уф

совпадаетс результатом для вырожденного электронногогаза (1. 62).
Исследуемтеперь проницаемостьплазменнойсреды во внешнем

магнитномполе.

При наличиимагнитногополя сила, действующая на электрон,

будет F = е (Е + EJ) -\-----[ѵН], где Я — внешнеепостоянноемагнит-

ное поле. Системукоординатвыберем так, чтобы ось z была направлена
вдоль магнитногополя Н, а ось у направимвдоль результирующего

электрическогополя Е = Е= + .Е н , где Ен — поле Холла (Е= пер-

пендикулярноН, поэтомурезультирующее полеЕ тожеперпендикулярно

вектору //). При такомвыборе координатнойсистемыэлектронилидырка
будут дрейфовать в направленииоси х со скоростью v d = с [ЕНІ/Н 2 .
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Следуя работам Чемберса [35], решение кинетического уравне-

ния (1. 50) будем искать в виде

Г(г,ѵ,І)= J7o(r',V, t')e - d~ (1.65)

Эта запись означает, что в момент времени t = — оо функция распределе-
ния была /о (г, ѵ, і). Разложим / (г, ѵ, t) в ряд Тейлора:

/(г, v, t) = /оо (в) + фі + ф 2 ,

Ярбц/бр
где ф] и ф 2 — добавки к равновес-
ной функции /оо (е), вызванные
внешними электрическими и маг-
нитными полями и наличием вол-

ны: фі (г, ѵ, f) —это линейная по
полю часть функции распределе-

ния, ф 2 (г, ѵ, t) — квадратичная,
необходимость учета которой обу-
словлена кросс-членом Е„Е.

Функции фі и ф 2 равны:

t

Фі = ^ j [Ле-/л(г>Ѵ)-

-(e F - e °F )] e - -4-,, (1.66а)

t

_(eF -e0F )]2 e"^-^-, (1.666)

где штрих означает, что соответ-

Рис 1 Зависимостьреальной частипрово- ствующая величинадолжна быть

„ щ »„ро„„ др=«ф. t r..%s,mn ^■„■1 »МЛІ «IZZeL til
на кривых обозначаютчастотуволны со. Для электрона вследствие нали-

пунктирныхи штрихпунктирныхлиниимае- постоянного электрического
штаб по оси ординатувеличенсоответственно ЧИЯ ПОСТОЯННОГО элекіричеснлли

в 102 и 10* раза. поля и волны. Очевидно, что

і—і'

XJ Лее ' 4- =ет f(£~ + £ ' w ' )e_ _*1
т

(1.67)

Используя далее уравнения движения заряженных частиц в скрещенных
электрическом и магнитном полях (см. например, [36], § 22) и тождество

t—v

J йГ(Ое т — =^W— T J dF e t '
(1.68)
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получим

___:___— ѵ ,ХЫ -----:——

\(Еѵ')е - dt = е ^я^ іІрхЕ^ + Е„ у ,)е - df -

Vj xQ -

e

v y — Qxv x

— ехѣ у i i Q2T 2 > ('■■ °У)

где Q — циклотронная частота электронов. Подставляя теперь выраже-

ния (1. 67) и (1. 69) в (1. 65) и (1. 66) и используя соотношения (1. 54)
и (1. 67) для функций cpj и ф 2 , получим [4, 37]

t

'— ''
*■■-£-, (1.70)

ф'2 (г, 0= -■-Щ^ \ \m{v d ,v'-v) [(exE~ + mw\ v')^f^-e° F \ -

t—v

1 -!- Q 2 t 2
-emv dQT*(Eiv') v?-^A e - %-. (1.71)

При выводе выражений (1. 70) и (1. 71) мы пренебрегли всеми квадратич-

ными членами по полю Е = и по полю волны £„..
Первый член в формуле (1. 70) — это токовая добавка к равновесной

функции распределения, которая определяет постоянный ток в системе,

и для нас поэтому не представляет интереса.

В выбранной выше координатной системе величины ѵ' = v (f),
г' (t) = г (f) и v (t), г (t) связаны следующими соотношениями

v'x =v ± cos[Q'(t — t')-\- ф] —v d cosQ(t — t') + v d ,

v'y = v ± sin [Q (t — /') + Ф] — v d sin Q (t — t),
E

v z =v \\> V X = v sin 9. И || =aCOS6, V d =C-jT, (1, 72)

x' = x + -^{sin[Q(/ — t')-i- Ф]— sin Ф}— -^-sinQ(^ — t') + v d (t —t'),

У' = У -^t {cos [Q (t - Г) + Ф]- cos ф).+J|[cos Q (/' - f) - 1 ] } ,

Z = Z + W|| (f — t),
где Ѳ — угол между v и H; Ф — азимутальный угол вектора ѵ, отсчиты-

ваемый от оси х. Поскольку величины £_, w и /г_ пропорциональны

лы—г^ то ^ и ^ М0Г у Т быть представлены в виде

t

Ф( Г , if, 0 = j G(r, ©з t — t')e lat 'dt'
— со

и, следовательно, Фурье-образ будет:
со

Ф(г, V, со) = j G(r, v, s)e~ ltas ds. (1.73)
о
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Подставляя найденныезначенияфункций ф х и ф 2 в выражение (1. 58)
и используя уравнениядвижения (1. 72) и соотношение(1. 73), для тока

получимуравнениетипа(1. 54), но в котором коэффициентыa ih Ьц и век-

тор V равны

со ^ s [fc

fly (со, ft) = — е 2 j (Рѵѵі I dse~~ e~~® "-
о

( V 'y- V y) v

dfoo
de

X

d 2 fo.

[(^, v' — v) — t °^ t , (tQd^ — p„)] ;

&y (со, ft) = — e 2 j d?vv L \ dse x й *"* Vy)
о

x

X

Xs ik / ' \

2 6 f i ,я..„ I j„- — —a \ v y' v y)V(n,k) = -----%--^ ) cPw \ dse T X

xf df, d2 fo
Ш -r ae« rn(vd ,v'-v)\.

(1.74)

(1.75)

(1.76)

Здесь X = 1 + t'cot (1 — kvd/w), vx , v y , v z — это значения (1. 72) при

s =' t — t' ф 0, a oA., Oy, oz — при s = * — *' = 0.
Фактическидля вычисления плазменногопоглощения и усиления

звуковых волн в полупроводникахдостаточнознать компонентытензора

проводимостивдоль волны а хх (со, ft), т. е. следуетвычислить компоненты

а-хх (со. Щ и Ѵ х (со, ft).
Используя соотношение(1. 53), уравнения (1. 72) и

Э 2 /оп ^ѵ/Ул 3 п„Jd^-li^ff^) 8я mu 2F 8°F dû
[oJdQg(tF)]|e=OF , (1.77)

послеинтегрированияпо скоростями по переменнойs получим (в области
сильного магнитногополя, когда Qx > 1) [37]:

««(»> к) =
От > 1

X

V x \ co,ft) =

За0

Ш
«d

і-іі^
X ^^ X + i(n-m)Qx

п, т

X

»d

X
^(1 + шт)/2„(2х)

Лл X

■ Х.4- і (п — т) Qx
ngn {l)-JrJ2n(21 )

(1.78)

(1.79)

Здесь х =

равна [30]:

kVr
krh где r ; — ларморовский радиус и функция gn (%)

gn(%)= J^„(X sinB) sin ѳд-ѳ. (1.80)
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При выводе (1. 78), (1. 79) были опущены все члены, которые в (v d/v P ) 2
или ((ulkv py раз меньше, чем оставленные в выражениях (1. 78), (1. 79).
В полуметаллах и вырожденных полупроводниках отношение скорости

звука к скорости Ферми порядка 10" 2 . Отношение — также намного
F

меньше единицы практически при всех достижимых полях в проводящих

телах. Во всяком случае, используемое нами решение кинетического

уравнения остается справедливым, если только скорость дрейфа носителей
не превышает скорость Ферми. „

В предельном случае малых частот вы- уо
ражения (1.78) и (1. 79) дают значения про-

дольной проводимости типа формулы (1. 61),
но в которую вместо частоты столкновений ѵ о,8
входит эффективная частота столкновений,
зависящая от

; + Q 2
И v d

магнитного
сЕ

поля, ѵ эфф

ѵ Н
Область геометрического резонанса.

Когда длина волны оказывается того же по-
рядка, что и ларморовский радиус класси-

ческой орбиты электрона, движущегося в

магнитном поле, как известно [13], в погло-

щении волн наблюдается так называемый
геометрический резонанс. В области гео-

метрического резонанса

xT«e°F , krj-h %%-<h (1.81)

0.6

ол

о.г

о

и поэтому выражения (1. 78), (1. 79) примут Рис . 2 . Вид функции g„(x) в

ВИД [37]: соответствии с работой [32].

axx ~^{ul-go(%)}-ikv d r [1-^(Х) + ^РЛ(2%)]}; (1-82)

1-Яо(х)-^[^Л(2х)-ь-х(х)]}- (1-83)ikx 1

Между функциями g 0 (%), J 0 (2%) и g x (х) существует следующее соот-

ношение:

Jo{2%) = %[gi(%) — &>(Х)]- (1.84)

Используя выражение (1. 55) и соотношение (1. 84), можно найти тензор

проводимости в области геометрического резонанса

Зо-р M'-go(%)]
{klf(со, k)

CO CUT

(1.85)

go {%)]

Таким образом, проводимость электронной плазмы в области гео-

метрического резонанса определяется поведением функции g 0 (%), ВИД

которой показан на рис. 2.
Область циклотронного резонанса. Когда циклотронная частота ока-

зывается того же порядка, что и частота волны, происходит резонансное

поглощение волн. Для обычной газоразрядной плазмы эти явления были
известны давно (см., например, [13], § 12), что же касается твердотельной

25



плазмы, то исследование и изучение циклотронного резонанса в ней было
начато сравнительно недавно [38—40].

Если в среде, помимо постоянного магнитного поля, имеется еще
и электрическое, приводящее к дрейфу электронов, то вместо резонансного
поглощения волн следует ожидать их резонансное усиление. При этом
сразу очевидно, что условие резонансного циклотронного поглощения У —

= со из-за наличия дрейфа должно быть заменено условием Q = ш ,

где ю' = а (1 — v d /v^) — частота волны, смещенная вследствие эффекта

Допплера. В этих условиях величина % = -^--^- будет много больше

единицы, и это позволяет воспользоваться асимптотическим значением
выражений (Г. 78), (1/79) при х » 1 [31, 37]:

аЩФЩйШр-Ш^Ш (Ь86)
У,К^) = ^[1-(И--г)^-с1Ь^]. (1.87)

При выводе выражений (1. 86), (1. 87) были использованы асимптотиче-

ские формулы [37]:

S
gn(x)~^-+ °

Vd

Х — і(п — от) От Рл Ут

Подставляя значения (1. 86), (1. 87) в выражение для тензора проводи-
мости (1.54), получим а хх (и>, k) в области циклотронного резонанса

ЗІ<0 Ш ° QT ,і оП\

F 1+ ^r dh -QF

a
Последнее выражение справедливо при -^--q-> U &t> 1, а также при

/г/ > 1.

Проницаемость плазменной среды в квантующем
магнитном поле

В сильном магнитном поле, когда кроме неравенства Qx > 1 выпол-

няется еще условие

ftQ>«T (1-90)

энергетический спектр электронов перестает быть непрерывным и появ-
ляются квантовые уровни Ландау [41, 42], связанные с круговым движе-
нием электронов. При этом проводимость электронного газа испытывает
осцилляции, которые приводят к соответствующим осцилляциям в погло-
щении волн [43]. При наличии направленного движения электронов отри-
цательная проводимость электронного газа как функция магнитного поля
будет иметь ряд максимумов и минимумов, которые приведут к соответ-
ствующим изменениям в инкременте усиления упругих волн.

Когда квантование уровней энергии становится существенным, клас-
сическая теория, основанная на понятии пространства скоростей, теряет
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силу. В этих условиях следует пользоваться квантовой теорией, основан-

ной на формализме матрицы плотности. Оператор матрицы плотности

определится из решения квантового кинетического уравнения:

ІПЩ- = [Щ]+ІП£=^, (1.91)

где Qos — значение оператора матрицы плотности, который симметричен
в системе координат, связанной с рассеивающим центром. Собственное

значение оператора q 0s , очевидно, будет функцией Ферми /0s , которая опре-
деляется локальным значением химического потенциала \i (г, t). Полный

гамильтониан системы Н удобно представить в виде двух слагаемых

Н = Яо + #~ :, где

Н0 = ±- (Й + Й) + Я- [ру + mQx)-eE dx (1. 92)
2m \ Fj: ^ Fz / Т 2m

— независящий от волны гамильтониан электронов в скрещенных элек-

трическом и магнитном полях, а

Н~ = -^[(ІА~) + (Ал)} + еФ„ (1.93)

— та часть гамильтониана, которая обусловлена слабой электрической
волной и в дальнейшем будет рассматриваться как возмущение. В уравне-
ниях (1. 93) А~ и Ф_ — векторный и скалярный потенциалы электриче-

ской волны, а оператор скорости г» = — ( р ----- — А ), где А — вектор-

ный потенциал внешнего постоянного поля, который выбран в виде А х =

= А г = 0, А у = Нх.

Стационарные состояния оператора Н0 характеризуются волновыми

функциями [44 ]

I я. % * > = Yf е%У + ^Ф п ( х - % + 1) С • 94)

и собственными значениями

*;2 2

е а = 8„, ѵ ?2 = (п .+ -І- ;)'ЙЙ +;^г +^-|^' О- 95 )

где Ф 71 (я) — ортонормированные волновые функции осциллятора, V —

объем системы. Состояния электрона в квантующем магнитном поле
характеризуются тремя квантовыми числами п, q y , q z , которые там, где
это не вызовет сомнений, будем обозначать буквой а.

Следуя классическому случаю, рассмотренному выше, оператор q 0s

разложим в ряд около' равновесного значения q 0 :

Я>>=/о5 |а>=/о(е а)|сх> + Л|л(г, t) Э[" | а >, (1.96)

где А\х (г, t) = ^ | г ' ^ п^ (г, t) — изменение химического потен-

П=По

циала, обусловленное перераспределением частиц в пространстве; член

типа (PfW), учитывающий рассеяние на движущемся центре [см. фор-
мулу (1. 43)] в выражении (1. 96) был отброшен, так как в окончательное

выражение для тока дает малый вклад.
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Уравнение для определения химического потенциала электронного

газа

п(г, 0 = -^2/[е а - (А (г, І)]
а

в асимптотическом приближении по кТ/\і и при условии, что (ftQ/r) < [і,

может быть записано в виде

з з °°

. / Ц (Г, t) я \
sin 2itr r ' -------- т-

x __Л___ feQ^ 4 4 / . (1.97)
sh 2я 2 / : ftQ )

Изменение химического потенциала, которое следует из этого выраже-

ния, будет

A ]i(r,t)=--^ r ^(l + G)n„(r, t), (1.98)
3 «о

где

2 1 2ЯГ6р я

COS ------------------------------- і

■ (-1)'= V Q хГ ! Ѵ г- 0-99)

oo

Оператор матрицы плотности q представим в виде q = Q0 + Q~,

где q_ — отклонение от равновесного значения, обусловленное волной.
Подставляя это разложение в уравнение движения (1. 91) и используя
значение (1. 98), в первом порядке теории возмущений для матричного

элемента <<х' \q~\ сх> в представлении (1. 94) получим

/ /Г I < fo( s a-Wo(e a) jSPli«|-0 \-„'К<a' I q_ I a> = -------i---------------Г~\< а \ h ~\ a > —

2»Й e P (1 | G) a fo

-<a'|n~(r, со) | cO -^1-^ ------ Ф ° , - (1-100)
e a - - 8 a - Й ( to - "T" )

При наличии направленного потока частиц, обусловленного постоян-
ным электрическим полем, температура электронного газа не будет равна
температуре тяжелых частиц (решетки), и в функцию Ферми f0 (e a) должна
входить зависящая от электрического поля эффективная температура
электронов Т эфф . В зависимости от механизма рассеяния электронов изме-
няется вид функции Т эфф (E d); так, для рассеяния только на фононах
эффективная температура будет

7%фф - Треш [1 + -j-{ Vs J J

где v s — скорость фононов. Таким образом, в сильном электрическом поле
электроны могут разогреться настолько, что условие (1. 90) может не вы-
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полняться. Это обстоятельство следует иметь в виду при исследовании

квантовых явлений при условии, если имеются достаточно быстрые элек-

тронные потоки.

Плотность электронного тока определится из соотношения

j(x,t) = Sp(]Q)=~'2 J <a\e(K v- 1^A~)d(r- X)Q+3. с. а>.

(1.101)

Выражение (1. 101) определяет полный электронный ток. Чтобы опреде-

лить тензор проводимости по переменному полю волны, из уравне-

ния (1. 101) следует выделить только члены, пропорциональные вектор-
ному и скалярному потенциалам волны и величине объемного заряда.

Переходя в уравнении (1. 101) к компонентам Фурье, получим для тока

/!,■(©, *) = ^[-^,-И~*( т . *) + ф„(ш, щщ^&Утхт щ (і.ю2)

Здесь

Wl/=bih + JLy [/.МНМК^іухЧМо', (L103)

к- тс V1 lMv)-Ue.)l<a>la >< a>itJ l a > ;! (1 104)

~ ' l °^J в а ,-в а - й ( Ш -^)
п'п ч 1 Iа а

„ Ш е°р : VI flfo <a' |Р|а><а'|е'**1а>* п і П гч

а'а " а "а у

= ~2 \е ѵ + ѵе )■

Если волновой вектор волны k выбрать лежащим в плоскости yoz,

то матричные элементы, входящие в выражения (1. 102) — (1. 105), будут
[43—47]:

< а' \РХ | а > = - i^w у 6 v qz+kz -fe I,» (k y ). (1 . 106a)

<а'|^|а>= 6 ?; 6. Іп' П {К)( Яг +І\), (I- 1066)
У У У z z z

<а'|^|а> = б ѵ ^+АД ;]^£Ш (І.ІОбг)

где б,,', 9 — символ Кронекнера, /„■„ (х) — двухцентровой интеграл от вол-

новых функций осциллятора

I n - n (k y)= j йхФ п .{х)Ф п (Кх-^). (1.107)
— оо

Явный вид выражения для тока (1. 102) не является градиентно инва-

риантным. Для градиентной инвариантности уравнения (1. 102) необхо-
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димо, чтобы выполнялось соотношение W ik Kk = mlcK.*- Нетрудно убе-
диться, что последнее условие действительно имеет место при щт 2> 1,
и поэтому выражение для тока можно переписать в градиентно инвариант-

ной форме

/<>> *) = Зг^£~* -<&■ ( ш - *)• ( г - 102а >

Компоненту Фурье неравновесной плотности числа частиц п^ (ш, k),
как и в классическом случае, можно определить двумя способами: либо
из уравнения непрерывности (1. 3), либо путем непосредственного вычис-

ления с помощью матрицы плотности

/г~ (т, t)~-y-Sp [б {г — х) — Q~\-

Результат, разумеется, в обоих случаях будет одинаков:

Найдем тензор проводимости для случая, когда волновой вектор

волны k перпендикулярен магнитному полю И. В нашей координатной
системе это соответствует распространению волны вдоль оси у. Подстав-
ляя в выражение (1. 108) значения матричных элементов из формулы (1. 106)
для проводимости по направлению распространения волны, получим:

^(1+шт)-4^ ----- . (1-Ю9)
т 1--̂ -Vy ^.k)

где

fee
_ A fL л _i_ G) (i + іа»т) 7j , ,T .Л------- ^

6 . n 0 v ' /v ' ' ,шйА l+itfaQ+ffl-foi)
a ,«, g

(1.110)

s
a, n, g

Отметим, что выражение (1. 109) в полуклассическом пределе дает

известные выражения для продольной проводимости, полученные выше.

Полуклассический случай соответствует большим квантовым числам,

поэтому суммирование по п в формулах (1. ПО), (1. 111) можно заменить
интегрированием. При этом вместо п удобно ввести ra 1 sin 2 9, где п 1 =

= \і/Ш > 1 и суммирование по п заменить интегрированием по углу Ѳ
в пределах от 0 до я/2. Используя далее асимптотическое значение двух-

центрового интеграла при больших значениях п

Лг +a, n\ R )-~- J a\ \ m Q

* Следует отметить, что учет соударений с помощью введения времени релаксации т
нарушает градиентную инвариантность выражения для тока (1. 102а).
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где J a (х) —функция Бесселя, из (1. 109)— (1. 111), получим:

i 2jt
а ц (со, ft) =

1 _[1 + іх (со — kv d )\

За 0 (1 + г'сот) _______________ а

kv F \

~~0~
ix (aQ -J- со — ki'd)

{kif-

i-N
г сот S

top

1 + ix (aQ -г со — kvi)

(1.112)

Здесь g a (л-) — функция, определенная выше (см. уравнение (1.80).

В области циклотронного резонанса, когда щ- > 1, выражение (1. 112)

сводится к значению (Г. 89); в области геометрического резонанса, когда
kvp/Q порядка единицы, из формулы (1. 112) следует выражение (1. 85).
Интересно заметить, что при отсутствии магнитного поля вектор V для
низких частот сот < 1 сводится к скорости дрейфа v d .

Квантовые эффекты значительны в области (Hq 2 /mQ) С 1 и ] ш\{\ +

+ ісот)|> 1. Используя предельное значение для Гпп (k)

l\n{k)= 1— [п -Ь-у-
txq' 1 (1.113)

найдем значения тензора проводимости в области, где квантовые эффекты
существенны:

kVd \

. (1.114)Сто
1 + г'сот ( 1

СТ||(Ш) £) = ^(1+Л
kVd ,___ і_
со сот

2 *Ч
3 mQ 2

(1 + F + G)

Здесь F — осцилляторная функция, которая равна

F =
па

AJ д\і 0 \ )-

Вычисление этой суммы довольно сложно, поэтому приведем лишь окон-

чательный результат

8^2я 2 хГ

У г%ПО.

00

2
{-\У\ПЛ cos 2яг-^ ----- -т

(2НП% я \
іё { ftQ 4 //

ІЙ ( 2n~r
y.T

no. ) J
r=l

(«#•)sh 2яѴ

(1.115)

причем последний член в квадратных скобках существенен только при
х77Ш < 1. Выражение (1. 115) как функция магнитного поля осцилли-
рует. Причина появления осцилляции такая же, как и в случае эффекта
де-Хааза-ван Альфена.
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2. УСИЛЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН

Общее рассмотрение

Наличие электронов проводимости или дырок существенно влияет

на процессы, которые происходят в решетке кристалла и, в частности,

на распространение упругих волн. Характер взаимодействия электронов

(дырок) с волнами решетки зависит, разумеется, от состояния электронно-

дырочной плазмы. В большинстве случаев это взаимодействие приводит

к затуханию волн в решетке, однако при наличии направленного движе-

ния частиц, как увидим ниже, это затухание сменяется усилением.

Чтобы рассмотреть это явление подробнее, необходимо знать меха-

низм взаимодействия газа носителей (электронов и дырок) с колебаниями
решетки. Очевидно, что взаимодействие электронно-дырочной плазмы

с колебаниями решетки может осуществляться через электрическое поле,

которым сопровождается акустическая волна, или непосредственно через

электрон-фононное взаимодействие. Разумеется, такое деление на типы

взаимодействия является условным, в реальном кристалле осуществляются

все возможные типы взаимодействий, в том числе взаимодействие через

электрическое поле и электрон-фононное взаимодействие. Электрон-
фононное взаимодействие является универсальным *, т. е. оно происходит

в любом кристалле, и весь вопрос заключается в том, какова его величина.

Взаимодействие же через электрическое поле возможно только в пьезо-

полупроводниках или в ионном кристалле.

Чтобы построить дисперсионное уравнение упругих волн с учетом

их взаимодействия с электронно-дырочной плазмой проще всего исходить

из свободной энергии единицы объема полупроводника, которая здесь

играет роль потенциальной энергии единицы объема [48]

F ^о = -g - ^ih.lm u ik u lm + Pi, kfii u kl "+" ~2~ а ШтРІЩЩт т

+ 2 4- "й J д**'м f (a) (r ' P'^ dSp-ir *чЕ 'Е і' < 2 - l )
a— l, h

где \k im — тензор модулей упругости, u ik — тензор деформации, свя-

занный с вектором смещения и соотношением

и — 1 ( дщ і du k \
7* Т. .2 ,\, дх к I дХі ) '

Pi, k i — тензор пьезомодулей кристалла, а'Шт — стрикционный тензор,

Ь-ц (Р) — набор констант электрон-фононного взаимодействия (в общем
случае это тензор второго ранга, число компонент которого зависит от сим-

метрии кристалла), р — квазиимпульс электрона.

Первый член в выражении (2. 1) отражает упругую энергию единицы

объема полупроводника. Члены с коэффициентами р\ kl и a iklm представ-

ляют соответственно линейный пьезоэффект и квадратичную электрострик-

цию. Они отвечают за связь звуковых и электрических (поляризацион-
ных [49]) волн. Член, пропорциональный тензору Л (/- (р), отвечает' за

непосредственное взаимодействие электроно-дырочной плазмы с упругими

волнами решетки; (суммирование происходит по сортам частиц, т. е. элек-

тронам и дыркам). Последний член в выражении (2. 1) — это плотность

электрической энергии в кристалле.

* Электрон-фононное взаимодействие называют часто еще взаимодействием через
деформационный потенциал.
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При таком подходе кристалл полупроводника рассматривается как

однородная среда, что справедливо только в области малых частот, когда

длина ультразвуковой волны % намного больше постоянной решетки а.

Это условие приводит к ограничению на область рассматриваемых частот

о) < 1013— 1014 сек' 1 . Кроме того, считается, что все тензоры liklm , р\ kl ,

аШт , не зависят от частоты и волнового вектора. Другими словами,

отсутствуют частотная и пространственная дисперсии акустических волн

(разумеется, без учета плазмы носителей; как увидим ниже, благодаря
взаимодействию упругих волн с электронно-дырочной плазмой наблю-
дается частотная и пространственная дисперсия последних).

В полупроводниках и металлах на электрон или дырку, кроме силы

Лоренца, действует также сила со стороны деформированной решетки

кристалла. Выражения для этой силы можно определить из энергии элек-

трона в- зоне проводимости с учетом деформации решетки

е(р, г)=е(р 8 ) + Л /4^.. (2.2)

Строго говоря, помимо члена Aik -~- в выражение необходимо еще

добавить член -gjp-Qf ПО], который учитывает эффект Стюарта-Тол-

мена [50]. Можно показать, однако, что этот член всегда мал. Действи-
тельно, отношения членов

де диі I д дщ_ ___ Vj_ ^, 1П - 2

dpi dt I '* dx k ~ v F 7T:. 1U '

поскольку Au - порядка энергии электрона в зоне проводимости. Таким
образом, выражение для силы, которое следует из (2. 2), будет

р{е. К) _ д д дщ „

В кинетическое уравнение помимо силы Лоренца должно входить еще

выражение для силы (2. 3).
В диссипативной функции [51]

Я - -J- ЬЫт -дГ ~дГ V- 4 >

учитываем затухание упругих волн, обусловленное только вязкостью

среды, где \іШт — тензор вязкости, причем его свойства симметрии совпа-

дают со свойствами симметрии тензора упругости \Ійт .

Кинетическая энергия единицы объема запишется в виде

1 2 е dt dt ' ( z - b >

где q — плотность решетки.

Уравнения движения (уравнения Лагранжа), получаемые путем

варьирования плотности лагранжиана F — Г по вектору смещения и

с учетом диссипативной функции R, принимают вид

_ д 2 Чі -і dui m д dEi -V д Г . (аыа) , ч . d*-ui m , п с .

* a=e, h к k

Здесь $ ч kl = p,- ; ы + a ililmE m — эффективный пьезомодуль с учетом элек-

трострикционного эффекта (т. е. кристалл, обладающий электрострик-

цией, во внешнем постоянном электрическом поле становится пьезоэлек-

триком).

3 Заказ № 633 33



Уравнения (2. 6) являются общими уравнениями движения упругой
среды с учетом ее взаимодействия с плазмой носителей. Действительно,
при отсутствии пьезоэффекта (fc, kl = 0 и Л,г = 0) оно совпадает с извест-
ными уравнениями теории упругости [51 ]; в случае же только Аи ■ - U
получаем уравнения распространения звука в пьезосреде, которые впер-
вые были получены Шапошниковым [52] и впоследствии другими [53-56 ,

наоборот при р\. к1 = 0, уравнения (2. 6) совпадают с уравнениями,
которые использовались при изучении плазменного поглощения ультра-
звука в металлах и полупроводниках [6—12], 157].

Чтобы система (2. 6) была замкнутой, ее необходимо дополнить урав-
нениями для определения электрического поля Е и электронной Функции
распределения f (г, ѵ, і). Вектор электрического поля волны, очевидно,
должен удовлетворять уравнениям Максвелла

гоіЯ-4-.§--°' div/^°'
гоі£ + 4-Ж = 0 ' divtf = 0, (2.7)

где вектор индукции D равен [45]

D i :=-§ r = B iiE 1 -m i , kt u kt . (2-8)

Тензор диэлектрической проницаемости среды % можно представить

в виде

~-ік
(0) , „(пл)_х (2.9)

ГДе г?} — тензор диэлектрической проницаемости кристалла без носите-

лей; для кубического кристалла, например, в|/' = 6 ; ,е 0 , где е„ — стати-
ческое значение диэлектрической проницаемости, в}"' — тензор диэлек-
трической плазмы носителей, который был вычислен выше. __

Дальнейшее изложение, по существу, представляет собой исследова-
ние характера решений уравнений (2. 6) для различных типов взаимодей-
ствия Это по-видимому, ближе всего соответствует опыту, поскольку,
как правило, приходится встречаться с кристаллами в которых ярко выра-
жен какой-либо один тип взаимодействия. Однако без труда можно иссле-
довать и такой полупроводниковый кристалл, для которого характерно
несколько одинаковых по величине типов взаимодействия: в силу линей-
ности взаимодействия, инкремент усиления (затухания) будет равен
сумме соответствующих выражений.

Усиление упругих волн в пьезополупроводниках

Рассмотрим усиление упругих волн в пьезополупроводящих кристал-
лах в которых взаимодействие электронов с волной обусловлено электри-
ческим полем, сопровождающим упругую волну в пьезоэлектрике. Непо-
средственное электрон-фононное взаимодействие пока учитывать не будем,
те константу А,, в уравнении (2. 6) положим равной нулю. Уравнения
Максвелла (2. 7) после исключения магнитного поля волны Я для плоской

волны (1.1) будут

^б,-М,-^в,( М ,й)]£~ / = -4я^Р, Л;. (2.10)
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Для определенности будем считать, что упругая волна распространяется

вдоль оси х. Фазовая скорость этой волны и, следовательно, вектора Е~,
близка к скорости звука в среде v s , и поэтому

\_

Dete [7 3 «1. (2.11)
6 2 с 2

Соотношение (2. 11) означает, что скорость упругой волны в среде намного

меньше скорости света в этой же среде. Используя критерий (2. 11),
нетрудно получить решение уравнений (2. 10)

с 4лш 2 о „ 4яш 2 о ,_ , _,..

Е ~у = —й*~Ру,хіЩ> Ez = ^z-$z,xi u i- (2.126)

Из (2. 12) видно, что поля Е„ у , Е~ г всегда намного меньше продольной
компоненты поля Е~ х , поэтому их можно не учитывать [51 ]. Подставляя
выражение (2. 12) в уравнение движения (2. 6), получим дисперсионное

уравнение для плоской упругой волны

(>иЧ и -кЧКіЫ + шѴ х и х)-
е**(«>. к)

0. (2. 13)

Если среда не обладает пьезосвойствами, то дисперсионное уравне-

ние (2. 13) переходит в известное уравнение теории упругости [48], опи-

сывающее распространение волн в кристаллах. Оно имеет три различных

корня. Это означает, что для каждого направления в кристалле имеется

три, в общем случае различных, скорости распространения упругих

волн: одна — для чисто продольной волны, две другие — для попереч-

ных [58]. Наличие пьезоэффекта в среде, тензор диэлектрической прони-

цаемости которой зависит от частоты со и волнового вектора к, приводит

к тому, что деление волн на чисто продольные и чисто поперечные оказы-

вается невозможным; каждому направлению волнового вектора k соответ-

ствует волна, вектор смещения в которой имеет составляющие как парал-

лельные, так и перпендикулярные к направлению ее распространения *.
Связанность этих составляющих, как видно из дисперсионного уравне-

ния (2. 13), определяется безразмерной величиной |«* 16я 2 [32ѵ , x i/q?v 4s Bo-
Если ввести понятие электромеханической константы, которая характери-

зует отношение плотности электрической энергии к плотности упругой
энергии в волне

і і

'■х
h- І.^ТгЧ ' Сі"? -Pf I (2-Й)

(для продольных и поперечных волн соответственно), то величина £ ока-

зывается пропорциональной константе электромеханической связи в чет-

вертой степени. Поскольку £ 2 «=* 10~ 2 даже для такого сильного пьезо-

электрика как CdS [58], то ясно, что | порядка 10" 4 или меньше.

* Если плазменная среда не обладает ни частотной, ни пространственной диспер-
сией, т. е. е хх (со, k) не зависят ни от ш, ни от k, то происходит только перенормировка
скорости распространения волн, характер же их при этом не меняется.
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Пренебрегаясвязанностью колебаний(к этому вопросу мы еще вер-
немсяниже), рассмотримодномерноедисперсионноеуравнение

qcd 3 - k\K xixi e ie l - V xix fiei) - 4я# е хх (ш, ft)
= 0, (2.15)

где g_ единичный вектор поляризации упругой волны. Из выраже-
ния (2. 15), считаяпоследнийчленмалой поправкой, находиминкремент
нарастания(затухания)на единицудлины (для продольных волн):

/ Кристапп
ѵ '■
к-

Х-

1

-Г7

5

Рис. 3. Схема опыта по обна-
ружению усиления ультра-
звука в полупроводниках:

/ — кварцевые преобразователи,
2 — буфферы, 3 — электроды,
к которым прикладывалось дрей-

фовое поле.

link
2ѵ, й

г 0 Іте хх (со, ft) (іцСО-

;(С0, ft) | 2
,(2.16)

где e 0 _ диэлектрическаяпроницаемостьре-

шетки в направленииволны, (Хц — вязкость

для продольной волны. В тензоредиэлектри-

ческой проницаемостисо и k теперь^должны

быть связаны соотношениемсо = kvS{]W
В области малых частот, когда е хх (ш,&)

определяется формулой (Г. 36), для инкре-

ментанарастанияхарактерно следующее вы-

ражение[59]:

1 — -

Itnk

kl<

ь ош о

Vs ) С0 2 Ѵ 2
l + rD 2

.(2.17)

Из этого выражения видно, что при скоростидрейфа носителей,превы-
шающей скорость звуковых волн, или при

Щ > v s (2- 18)

плазменноепоглощениесменяетсяусилением;еслиэто усилениепревысит
решеточноепоглощение, то проходящая упругая волна будет нарастать.
Впервые на возможность усиленияакустическойволны потоком электро-

нов обратилвниманиеВайнрейх [60], который заметил, что плазменное
затуханиеменяет знак при выполнении условия (2. 18). Эксперимен-
тально этот эффект впервые был обнаруженХатсоном,Мак-Фи и Уай-
том [1] в пьезополупроводящих кристаллахCdS. Схема их опыта пока-

зананарис. 3. С помощью кварцевого преобразователязвуковой импульс
через звукопровод из плавленногокварца поступална кристаллCdS
длиной7 мм, к которому прикладывалосьпостоянноеэлектрическоеполе.
Результирующий сигналрегистрировалсяс помощью второго кварцевого
преобразователя. Ориентациякристаллабыла такой, чтобы поперечная
упругая волна сопровождаласьпродольным электрическимполем. Полу-
ченнаяна опытезависимостьамплитудыпришедшего звукового импульса

от приложенноговнешнего поля показанана рис. 4.
В результате опыта на кристаллеCdS было получено усиление

в 18 дб причастотесо = 15 Мгц и в 38 дб причастотесо = 45 Мгц. Впослед-
ствииусилениена опыте упругих волн в пьезополупроводящих кристал-

лах было получено в нескольких работах [61—64]. Результаты показы-
вают, что теория [1, 34, 37, 59, 61, 65] хорошо описываетэксперимент;
на рис. 5, например,для сравненияпоказаныдве кривые: одна— теоре-
тическая, рассчитаннаяпо формуле (2. 17), другая — эксперименталь-

ная [61 ].
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Изучение плазменного затухания ультразвука в пьезополупроводя-

щих кристаллах Cd S в зависимости от температуры [66] и концентрации

носителей также показало, что теория в основном хорошо описывает

эксперимент.
Наибольшее значение инкремент нарастания (2. 17) достигает при

выполнении следующих условий [591:

со = -^-
2со0

V = —==■ 1 —— (v d >v Sll \ (2.19)

В случае усиления поперечных волн наибольшее значение инкремента

равно

max link = -о- t, 2 .

2 --Ь-Ѵеоѵ
■ѵ. х у ■V-JL- (2. 20)

40

1 20

=Н 10

-20

-30

ч
/ 1

ч 1

sign (ѵ й -

т с о и г

Таким образом, максимальное значе-

ние инкремента нарастания пропор-

ционально концентрации электронов

400 800 1200

ДрейфоВоепопе.В/см

1600

-10

-20

-30

j/ \\
-1

^ ч -2

Л^-Ъ

Ъ/Щ

Рис. 5. Зависимость инкремента усиления
от скорости дрейфа (щіѵ£) [62]:

/ — теоретические данные; 2 — опытные дан-
ные.

Рис. 4. Зависимость усиления ультра-
звуковых волн, полученная опытным
путем [1],от значения дрейфового поля:

/ — га = 15 мгц; 2 — ш= 45 мгц.

и, следовательно, частоте со. Нерезонансная зависимость усиления от вели-
чины дрейфа указывает на то, что эффект обусловлен движением объем-
ного заряда, образованного самой волной и поэтому находящегося

всегда с ней в фазе [16].
Согласно константам, которые приведены в литературе [1, 54, 58, 67]

для Cd S, р\-,
электрона, е 0

сек

3,2-10 4 г -см
3

г сек~ г , эффективная масса m = 0,07 массы
из.

примерно выполнялось условие максимума усиления со

9,11* 10" 3— 10" 4 ед. CQSE, о =-- 4,82 г/см 3 , ѵ ;

1014 сек' 1 .

Несложные численные оценки показывают, что в опыте Хатсона [1 ]
сор / o's. \
ѴТ0 [ ѵ т I. '

Зависимость инкремента усиления от частоты показана на рис. 6.
Для сульфида кадмия характерна очень большая частота столкновений
носителей (во всяком случае при комнатной температуре), и поэтому выпол-
нить на опыте условие Qx > 1, только при котором возможны все резо-
нансные явления, оказывается весьма трудным. Этим и объясняется сла-
бая зависимость эффекта усиления от магнитного поля в пьезополупровод-

никах, наблюдавшаяся на опыте [68].
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В области больших частот, когда /г/ > 1, продольная компонента

тензора проводимости определяется формулой (1.62) и, следовательно,

для инкремента нарастания в этом случае имеем:

бо

f<*

3<°o?L 9я 2 ш о

LlCOa
(2.21)

Наибольшее значение инкремента (2. 21) достигается при скорости дрейфа

Iglmk
іюУ. ,

/4,
К

г

3^/ff*%
р fff t

В\ /J / 1 ^ s
/s -Л

i

■2 ^*""/ HI у

/// V / V V\

4 ///•/ /
I 1
////' /// 1

I l ± ЗяСйіУ?
0 s ll

2to 2 t)|

i,(2.22)

П 12 № Iffсо

Рис. 6. Зависимость инкремента усиления
от частоты:

/ — o^/o s = 'l,6(v = lb", ш„ = 2.10"); 2-v d /v~
= 1,5(ѵ = 10 14 , ео„ = 2-10 12 ); 3 — v d /v s = 2,0 (v =

= 10", to 0 = 2-10 12 ); 4— o d /B s = l,2(v= 10' 4 ,

co 0 = 2.10 12 ); 5—v d /v s = 1,5 (v = 10", (0 0 = 2-10 12 );

6— v d /v s = 1,5 (v= I0 14 , tt>„ = 2.10").

причем верхний знак соответст-

вует наибольшему усилению, ниж-

ний — затуханию. Подставляя
формулу (2. 22) в выражение

(2. 21), получим максимальное

значение коэффициента усиления

на единицу длины кристалла:

max link =

со 1Зя
%щ

Зш п

е 0

\ьш*

QV-
(2.21а)

Характерная особенность выражения (2. 21) состоит в том, что оно не за-

висит от времени релаксации т.

Выясним, какие типы волн можно усиливать в пьезополупроводящих

кристаллах.

Из дисперсионного уравнения (2. 13) видно, что необходимым усло-

вием усиления акустической волны является наличие продольной компо-

ненты электрического поля, с которой наиболее эффективно взаимодей-
ствуют движущиеся носители, поэтому симметрия кристалла должна

допускать существование следующих компонент пьезотензора: р\. п ,

Рі.іг. Pi. із- В зависимости от симметрии кристалла и от выбранного
направления распространения волны в среде возможно усиление следую-

щих пяти типов волн [59]:

I- Рі. и =h 0, р\. 12 = Pi. i3 = 0 — продольная звуковая волна,

II- Pi.ii = 0. Рі. 12 ф 0. Рі. із ¥=0 — поперечная волна,

III. рі.ц = 0, Рі.і 2 ^0, Pi. із = 0
(или р\. ц =0, Рі.і 2 = 0, Рі.із 4=0)-

поляризованная поперечная волна.
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Помимо перечисленных выше случаев, возможны также и более общие-

IV. р\. u Ф О, р ь 12 Ф 0, р\. 13 = 0 [(р\. 12 = 0, Рі. 13 + 0)

V. Px.u^O, pfc.M-Tfe.Oj pi. 18 =f О,

для которых классификация на продольные и поперечные волны теряет
смысл. Уравнения для вектора смещения этих волн представляют «свя-
занную» систему, причем связанность определяется безразмерной вели-
чиной I. В том случае, когда \ < 1 «связанностью» можно пренебречь,
и тогда волны распадаются на чисто продольные и чисто поперечные:

тип IV — на продольную и поляризованную поперечную; тип V — на про-
дольную и поперечную волны. Однако при определенных направлениях
распространения связанность колебаний может изменить направление
плоскости поляризации усиливаемой поперечной волны. Для^ усиления
продольных волн можно использовать кристаллы с симметрией D 3 , D sh ,

если волновой вектор k направлен по одной из осей симметрии второго
порядка. Из пьезоэлектриков для усиления можно использовать кри-
сталлы с симметрией: С 2 , С 2о> С 3 , С 3ѵ , С 4 , С іѵ , С в , С 6ѵ , если волна распро-
страняется вдоль оси симметрии соответствующего порядка. Усиление
поляризованных поперечных волн допускают классы с симметрией S^
если волна распространяется перпендикулярно к зеркальноповоротной
оси, классы С 3 , С 3ѵ , С 4 , С іѵ , С 6 , С вѵ , если волна распространяется перпен-

дикулярно к оси симметрии.
Для совместного усиления продольных и поляризованных поперечных

волн можно использовать классы с симметрией C 3h , если волна распро-
страняется перпендикулярно к оси симметрии третьего порядка; для уси-
ления колебаний типа V — C s , если волна распространяется в плоскость
симметрии, и С 3 , а также С ъ если волна распространяется перпендику-

лярно к оси симметрии.
Выше был рассмотрен случай пьезополупроводника с одним типом

носителей (фактически, п — тип). Аналогичные формулы могут быть полу-
чены и для полупроводников р-типа. Если же имеется кристалл с собствен-
ной проводимостью, то результирующий инкремент нарастания (или зату-

хания) может быть получен из выражения (2. 16), если вместо продольной
проводимости а и (ы, k) в него подставить значение 0<jj> (со, k) + с (/,) (со, k) —

сумму проводимостей электронной и дырочной плазмы соответственно.

Геометрический и циклотронный резонанс. Резонансные явления при
усилении в магнитном поле возможны только тогда, когда циклотронная
частота носителей больше частоты столкновений ѵ, т.е. при йт>1.

Геометрический резонанс возникает в том случае, когда на орбите
электрона укладывается полуцелое число длин волн фононов и возможен
поэтому только в вырожденных пьезополупроводниках. Объяснение этого

резонанса впервые было дано Пиппардом [69]. В условиях геометриче-
ского резонанса проводимость электронно-дырочной плазмы определяется
выражением (1. 85), и инкремент нарастания (без учета вязкого члена)
будет

" s ll / ______________________________

'/ ѵ,Ѵ ( 3м Ц|Ѵ
('-^)+<1+П еі+^7Р

3«о "s I,
ео+тпг^О-Ы

(2. 23)
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Наибольшее значение инкремента (2. 23) достигается при дрейфе

ѵЛ

[l-go(x)] е ° +

1±
t̂o

Зсо^

8о+[1 .(X)]
Зш2 І,

(2.24)

Верхний знак соответствует наибольшему усилению, нижний — наи-
большему затуханию. По мере того как со стремится к бесконечности

Ідітпк Iglmk

ЩІ£1
Рис. 7. Зависимость инкремента уси-
ления ультразвука от магнитного поля
в области геометрического резонанса.
(График построен для полупроводника
с собственной проводимостью при

шт = 10; Vd= 3u s ).

"

С\

1
, 1 WJb i\J w

0 '0,5 1 1,5 2 Qj/s:
Рис. 8. Зависимость инкремента усиле-
ния упругих волн в области циклотрон-

ного резонанса от частоты.

максимальное значение инкремента достигается при скорости дрейфа vd ,

стремящейся к скорости звука. Как функция магнитного поля, инкремент
усиления (2. 23) может иметь ряд максимумов и минимумов, расстояние
между которыми зависит от поведения функции g 0 (%) (рис. 7).

В области циклотронного резонанса проводимость определяется выра-
жением (1. 89) и, следовательно, инкремент (2. 16) будет

_щ\ Л(1-Л)-5 2

Imk ~2 Ё °^ I!
(1— Л) 2 + В 2

3«о< (1 *?+т('-Ш в
,2„2:4[(1-Л) 2 + В 2

з«. В 2 +(1— Л) 2 -

2 2 [(1_Л) 2 + В 2 ]

В }'
------ ,(2.25)
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где А = w Recth ^- в = ш ІтсѢ ѣ-
Как функция магнитногополя, выражение (2. 25) имеетряд макси-

мумов, положениекоторых определяетсясоотношениемсо ( 1 -----— J nQ,

где п — целоечисло. Последнеесоотношениеесть обычное условиецикло-
тронногорезонансас учетомдопплеровского смещениячастоты. Зависи-
мость инкрементанарастанияот величины магнитногополя показана

нарис. 8, накотором инкрементнарастанияотложенв условных единицах.

В квантовом пределе, когда продольная проводимость определяется

выражением(1. 114), инкрементусилениябудет

Imk

„2 (\-^-\{\-Q + F)
у% Е 0 Ш 0
= 2tQ 2

('-*Г 8 0 +-Qi-(l+f) ^ СО 2

ш 0
8oQ + пТ (1 + F )

(2. 26)

2 e°P fe2
где Q = G (Я) + "Т^із 2 ^ + F + G). Такимобразом, зависимостьуси-

ления от магнитногополя носитосцилляторныйхарактер, однако ампли-
туда этих осцилляцииневелика.

Отметимтакже, что экспериментальноеобнаружениеэтих осцилля-
ции в пьезополупроводникахпредставляетвесьма трудную задачу, по-

скольку для этого необходимыочень сильныемагнитныеполя.

Усилениев полупроводниках и полуметаллах

На возможность усиленияупругих волн в полупроводниках и полу-

металлах через непосредственноеэлектрон-фононноевзаимодействие,
впервые, по-видимому, обратиливниманиеКазаринов и Скобов [70],
основной результат работы которых сводился к тому, что электронное

поглощениепри vd > w s|| должно сменитьсяусилением. К этому же

результату пришли также Веденов и Беликов [71]. Полученные выше
формулы для комплексноготензорапроводимостипозволяют рассмотреть

это явлениеболеестрого [59], выяснить частотнуюзависимостьусиления
и влияние магнитногополя.

Уравнениядвижения решетки (2. 6) для полупроводников или полу-

металловбез учетапьезоэффекта могут быть переписаныв виде

q '?йг = *•« ^ — 4я 2 л< а > 4- f »ѵ а> ( г > ѵ > 0 dv + I*У Qfl Mm dXk f?h ' * dxk J ч

д2иі„

iklm dxk dt

(2.6a)

В уравнении(2. 6, а) мы предположили, что константыэлектрон-фонон-
ного взаимодействияA ik независятот квазиимпульсаэлектрона(дырки),
что дало возможность произвестиинтегрированиепо всем углам в про-

странствескоростей.Неравновеснаяплотностьносителейn_ = J <р dvv2 ,

входящая в уравнение(2. 6, а), может быть определенанепосредственно

из выраженийдля тока. Чтобы учесть самосогласованноеэлектрическое

поле, в кинетическомуравнениидостаточнопроизвестиформальную замену

Е -> Е — — -з— А..^-, где самосогласованноеполе £1 определится
~ ~ е дх ік дхі

из уравненийМаксвелла (2. 7). Для медленныхволн, фазовая скорость
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которых намного меньше скорости света, уравнения Максвелла сводятся
к уравнениям электростатики:

div е 0£1 = 4 ле (л<« - п<Й), rot £L = 0. (2. 7а)
Используя выражение (2. 7, а) вместе с уравнениями непрерывности для
электронного и дырочного токов, найдем искомые значения компонент
Фурье неравновесных значений плотности электронов п<£> (со, к) и дырок

/г( й > (со, k):

_^^І^ + ^.*>(А^)Ь, (127а)

j - (ш, к, -г u ije S w, п., -г 4я

При выводе (2. 27) были опущены члены, соответствующие «столкно-
вительному» току. Практически при всех достижимых частотах столкно-
вительный ток меньше тока, обусловленного деформационным потен-

циалом [72]. .

Дисперсионное уравнение, которое следует из формулы {I. о, а; для
продольных волн, будет

tf -Щь=Щ^&~Ч*, к) +^- (2-28)
а=е, ft

Для примесных полупроводников и полуметаллов, когда преобладает
один тип носителей, например электроны, дисперсионное уравнение (2. 28)
имеет вид

4ш'/г 4 е 0 , еУ. о'*' (со, ft) іаш 3 , 9 г>о я \
©* __ k zv 2 _ _^L д« , „. -+- Л- • ( 2 - 28а )

е 0 +
4яа[^ qv*

гсо

Подставляя в выражение (2. 28, а) значение проводимости из (1. 30),
получим выражение для инкремента нарастания в области малых частот

Imk = 2ЛМЧА » 8 ° ---------- Р^Й ----- ^Ѵ-5 1 - ( 2 ' 29)
°\ и мі / w " v V «f ц /

Значение направленной скорости, при которой инкремент нарастания
достигает наибольшего значения, как и для случая пьезополу проводни-

ков, определяется соотношением

1±-^-. 1 (2.30)

где верхний знак соответствует усилению, а нижний — затуханию.
При таком значении дрейфа выражение (2. 29) будет иметь вид:

Imk „ ±Д^ ----Цгг -Ч- ( 2 - 29а)
^ ~т о

V s\\

В обычных полупроводниках константа электрон-фононного взаимодей-
ствия Л порядка 10ez/, т *=« 10" 11 сек при низких температурах и w S || «*
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«*4-10 6 см/сек. При электронной плотности п 0 «^ 1018 еж -3 выраже-

ние (2. 29, а) принимает значение примерно ±10 3 см -1, при частоте со =

= 10е се/с -1 .

В области больших частот, когда Ы > 1, для инкремента нарастания

имеем

6я 8 о Л ** ю о со 0.| LI СО 2

г/>1
8 9 9 Ч

( s 0 -
3исК || V , 9 <

J + 4 ш 4 (-
f' v4 Г e^sn

2 2 I «г

(2.31)

Как и в случае пьезополупроводников, наибольшее значение инкре-

мента нарастания (2. 29) достигается при выполнении условия (2. 19).
Отношение инкрементов (2. 29) и (2. 17) (при \х = 0) будет:

[эл.-фон.] _ м2л ^ е іхх°0
2 „„4 g 2[пьезо] £2 Qy

Таким образом, усиление за счет электрон-фононного взаимодействия
эффективно только при высоких частотах. Например, при Ахх = 3 X
X Ю -11 эрг, v s}} = 5-Ю 5 см/сек, £ 2 ^. 0,02, q = 5 г/сж 3 , е 0 «^ 10, усиле-

ния в пьезополупроводниках и примесных полупроводниках сравниваются
при частоте со = 1011 гц *. При этой же частоте наибольшее значение

инкремента из выражения (2. 29) составит около 104 см -1 .

При наличии поперечного магнитного поля в области, где не наблю-
дается никаких резонансных явлений, все приведенные выше формулы
остаются в силе, только вместо ѵ в них входит эффективная частота столк-

новений ѵ эфф = ^+і 2 ! и vd = -?ЁЛ— [59, 77-79].
эфф ѵ , й тѵ эф ф

Усиление упругих волн в полуметаллах в сильном магнитном поле

при выполнении условия Черенкова впервые косвенно наблюдал
Эсаки [80], который в монокристаллах висмута обнаружил колебания
тока, растущего пропорционально vd /v s — 1. Последующие опыты [81]
подтвердили наличие усиления в полуметаллах при выполнении условия

Черенкова.
Исследование общего случая, когда имеются два типа носителей,

по сравнению с предыдущим не дает качественно ничего нового, а полу-
чающиеся окончательные формулы оказываются весьма громоздкими,

поэтому их не приводим. Однако как особый следует отметить случай,
когда электроны и дырки имеют равные концентрации (я^> = n<, ft, ) 7

одинаковое время релаксации (т (с) = т (Л) ) и эффективные массы (т е =

= m h ). При этом в скрещенных электрическом и магнитном полях дыроч-

ная и электронная проводимость оказываются равными и, что самое важ-

ное, самосогласованное поле Е'„ становится равным нулю (вследствие

равенства неравновесных концентраций при | ахх | >> -щ- j . Последнее

означает, что отсутствует экранировка Дебая [69]. При выполнении всех

* В литературе [73, 74] описаны способы возбуждения акустических волн с часто-
тами со/2я вплоть до 2,4- 10 10 гц. Наиболее перспективным способом генерации ультразву-
ковых волн при высоких частотах является, по-видимому, генерация с помощью запираю-
щего слоя [75, 76].
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этих условий инкремент нарастания будет пропорционален действитель-

ной части продольной проводимости:

8яе п со 2
Imk

e"sV2
A«Reo.VA (w, k), (2. 32)

< ^- инкремент нарастания

если | ахх | > 8 0 со/4л;.

В области больших частот, когда | ахх1

оказывается в два раза меньше значения (2. 32). Подставляя в фор-
мулу (2. 32) значения тензора проводимости (1. 85), получим выражения
для инкремента нарастания в собственном полупроводнике при условии,
что все характеристики электронов и дырок совпадают [4, 76]:

2е 0 а 2 (о 20 ѵА 2хх / ^

' ov 5 e 2 (Q 2 + v 2 )\ ' ».! (Q 2 + v 2 )
X

е 0 ('-f)' +
2 2' -i—l

ОГѴТС

Й^ + ѵ* (й«і)

Зя Q 2 + v 2
2 ѵ» К/«>і (2. 33a) (2. 336)

Геометрический и циклотронный резонанс при усилении. Остановимся
вкратце на резонансных явлениях, которые возможны в сильном магнит-
ном поле. В области геометрического резонанса для полупроводников
и полуметаллов с собственной проводимостью для инкремента нарастания

при \і = 0 имеем:

Imk =
\2лп 0т .г

m QVyF

(l — -g-)^o(X)[l-g-o(X)]

*-£(i--^) 2 + [i-*o(x>]«

(2. 34)

Наибольшее значение инкремента из выражения (2. 34) достигается при

скорости дрейфа электронов (дырок)

(2. 35)«*=.іф± ^[1 • go (х)1

где верхний знак соответствует наибольшему усилению, нижний — зату-
ханию. Из формулы (2. 35) видно, что при со -> со наибольшее значение
усиления (затухания) будет наблюдаться при скорости дрейфа, стремя-
щейся к скорости звука v s . Поведение инкремента (2. 34) как функции
vd /v s показано на рис. 4. В сильном магнитном поле, когда (kv F /Q) -С 1
резонанс исчезает, и в этом случае из выражения (2. 34) следует предель-

ное значение инкремента (2. 33, а).
Для примесных полупроводников и полуметаллов инкремент в области

геометрического резонанса равен

Imk=-
3я "о Л « ѵ

^s"F

ft(l-̂ >('-t)
r 3W^ Пe 0 +- 22 (1 -go)

2

EoH
3«o 2̂

2 2
W-Op

(2. 36)

Здесь также затухание при u d >> u s сменяется усилением. Максимум
усиления или поглощения будет при дрейфе

V

СО
[І--ёо(х)]

1+^-

1-й, VjL-)(-)
(2. 37)
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В областициклотронногорезонансадля полупроводников и полуметаллов

с собственнымтипомпроводимости,когда справедливовыражение(2. 32),
для инкрементаполучим:

Imk
6eqm omAL

9 4 9

I 3)И»: ■А) -ВЦ
[MX)'

(1_Л) 2 + В 2 Q v s

(2. 38)

гдеЛ и Б определяются выражением(2. 25), из которого в частностивидно,

что осцилляциипроисходятприйт> 1. Поскольку прирезонансечастота
фонона имееттот же порядок, что и циклотроннаячастотаQ, то для

наблюденияосцилляциинеобходимоеще, чтобы сот > 1. Еслиэто условие
не выполнено, то амплитудаосцилляциипадает.В областиЫ > 1 вели-
чинамиА и В можно пренебречь, как малымипо сравнениюс единицей.
Тогда выражение (2. 38) будет

Imk
Зяе 0 (о^соЛ^

2 ? 3
Recth^g- цш 2

Q v s

(2. 38a)

Зависимость(2. 38, а) графическиизображенанарис. 5 для случая, когда

сот = 10 и vd = 3vs . Для примесныхполупроводников и полуметаллов

в областиЫ >> 1 для инкрементаимеем:

Imk= —
ЗЯ m 0 MA .t.v / , _Vd_ \ _

Recth
йт

"0u s QV3S
(2. 39)

Таким образом, в условиях усиления, когда vd > v s , циклотронный
резонанснаблюдается при со' = nQ, где со' = со — kvd — смещенная
частотаволны вследствиеэффекта Допплера. Резонансноепоглощение
ультразвуковых волн в сильноммагнитномполе при отсутствиинаправ-

ленногодвижения электронов впервые, по-видимому, было предсказано

Микошитой [82], а обнаруженона опыте в Ga Робертсом [83]. Осцилля-
циизатуханияультразвука в магнитномполе, обусловленныегеометриче-
ским резонансом,были такжеобнаруженыв чистых образцахметалличе-
ского кадмия и свинцаМак-Кинономс сотрудниками.

Наиболееподходящим объектомдля наблюдения резонансныхявле-
нийпри усиленииявляется, очевидно, висмут, для которого время релак-

сацииэлектроновт по импульсупорядка 10~8— 10" э сек и условиеQt > 1
можетбыть выполнено в сравнительнослабых полях.

В квантующеммагнитномполе, когда продольная проводимостьопре-

деляется выражением(1. 114) инкрементусиленияв примесныхполупро-

водниках будет:
2nco2A 2a 0 (l+F)

Imk
geV (Qt) 2

X

X ------------

(l— 24

('-*) (l-Q+ F)

*о + -^Ѵ+П +
Q 2

- ■ (2- 40)

SoQ + „г (1 + ПQ--

Это выражение как функция магнитногополя имееттакой же вид, как
и выражение(2. 26) и отличаетсяот последнеготолько постоянныммножи-

телем. Наблюдениеквантовых резонансов при усилениипредставляет

значительныетрудностии может быть осуществленотолько в полупро-

водниках или полуметаллахс большим временемрелаксациит.
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В. И. ПУСТОВОЙТ, Ю. В. ГУЛЯЕВ

УДК 539.293:534

УСИЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН
В СЛОИСТОЙ СИСТЕМЕ

ПОЛУПРОВОДНИК-ПЬЕЗОДИЭЛЕКТРИК *

Показано, что в слоистой системе полупроводник-пьезоэлектрик можно поле-
чить усиление своеобразных поверхностных волн, если скорость движения носителей
в полупроводнике превысит фазовую скорость поверхностной волны.

В отличие от усиления «объемных» волн в безграничных средах при усилении
таких поверхностных волн мощность, выделяемая в образце, оказывается значи-
тельно сниженной, что позволяет надеяться на возможность осуществления непре-
рывного режима усиления или генерации.

Сравнительно недавно было обнаружено, что в полупроводниках воз-
можно усиление акустических волн [1], когда скорость дрейфа носи-
телей превышает фазовую скорость акустической волны. Физически это

усиление обусловлено черенковским излучением фононов дрейфующим
объемным зарядом носителей [1, 2].

Наиболее подходящими для усиления оказываются пьезополупро-
водниковые кристаллы, взаимодействие с носителями которых осущест-
вляется через электрическое поле, сопровождающее упругую волну
в пьезоэлектрике. При больших частотах усиление возможно также

и в полупроводниках и особенно в полуметаллах с достаточно большой
константой электрон-фононного взаимодействия [3, 4]. В последнем случае
при усилении в единице объема полупроводника выделяется сравнительно
большая мощность и приходится искать специальные пути для ее умень-

шения.
Ниже будет показано, что сравнительно просто осуществить усиление

поверхностных акустических волн в полупроводниках и пьезоэлектриках,
используя явление проникновения электрического поля медленной волны
в полупроводник, в котором происходит направленное движение носи-
телей. Удельная мощность, выделяемая в единице объема полупровод-
ника, при этом оказывается значительно сниженной по сравнению с уси-

лением продольных или поперечных объемных волн [1 ].
Впервые усиление ультразвука в твердом теле с помощью дрейфа

носителей тока было осуществлено в работе [1]. Опыт ставился следую-
щим образом. Перпендикулярно гексагональной оси пьезоэлектрического
полупроводящего и фотоэлектрического кристалла сульфида кадмия (CdS)
распространялась поперечная ультразвуковая волна. Согласно выбран-
ной ориентации кристалла при прохождении такой волны в нем возникало
переменное бегущее электрическое поле по направлению распространения
волны. Специальной подсветкой в кристалле (являющемся в темноте почти

* В кратком виде эта работа опубликована в «Журнале экспериментальной и теоре-
тической физики», 46, 2253, 1964.
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диэлектриком) создавались носители тока. К концам образца приклады-

вали постоянное электрическое напряжение так, что созданные носители

тока дрейфовали также по направлению распространения волны. Когда
при^ повышении приложенного постоянного напряжения средняя скорость

дрейфа носителя достигала фазовой скорости ультразвуковой волны,

последняя начинала усиливаться. Физически это усиление объясняется
процессами взаимодействия дрейфового потока носителей с электрической

волной в какой-то мере аналогичными процессами, протекающими в лампе

бегущей волны: в бегущем переменном электрическом поле происходит

группировка дрейфового потока в сгустки объемного заряда, которые

дрейфуют под действием приложенного постоянного электрического поля.

Если скорость дрейфа этих сгустков меньше фазовой скорости электриче-

ской волны, то волна, «обгоняя» сгустки, отдает часть своей энергии

на их ускорение и затухает. Когда же скорость дрейфа превысит фазовую

скорость волны, то сгустки объемного заряда будут замедляться в волне,

отдавая ей часть своей энергии. Следовательно, амплитуда электрической

волны будет расти, и вместе с ней, через обратный пьезоэффект, будет
увеличиваться амплитуда звуковой волны.

Этот эффект и наблюдался в опытах Хатсона, Мак-Фи и Уайта.
При оптимальных условиях усиление достигало весьма большой вели-

чины: на частоте 15 Мгц было получено усиление 26 дб/см, а на частоте

45 Мгц — 54 дб/см, т. е. оптимальное усиление возрастает с ростом ча-

стоты. Как следовало из опытных данных и из теоретического объяснения
Хатсона и других ученых, степень усиления на данной частоте зависит

от концентрации носителей тока в кристалле: чем выше частота усиливае-

мой волны, тем большая концентрация носителей тока требуется для дости-

жения оптимального усиления. Таким образом, на основании теории,

создавая в кристалле все более высокие концентрации носителей тока!
теоретически возможно продвинуться в область сколь угодно высоких

частот (вплоть до 1013— 1014 гц — т. е. частот, соответствующих длинам

волн порядка постоянной решетки). Практически, однако, наблюдение
этого эффекта оказалось весьма затруднительным. Дело в том, что подвиж-

ность носителей тока в CdS и в других известных пьезоэлектрических

кристаллах не превышает нескольких сотен практических единиц.

Поэтому для достижения дрейфовых скоростей носителей порядка ско-

рости звука требуются сравнительно большие электрические поля —

порядка тысяч вольт на сантиметр. При таких полях и при концентрациях

носителей тока, необходимых для усиления сравнительно высоких частот,

выделяющаяся в единице объема джоулева мощность может достигать

весьма больших значений. Так, в опытах Хатсона и других на частотах

порядка десятков мегагерц (концентрация п 0 ~ 1012 см' 3 ) эта мощность

составляла — 100 вт/см 3 , и поэтому опыт приходилось проводить в импульс-

ном режиме с очень короткими импульсами (около 80 мк/сек). Расчет
показывает, что если продвинуться в область частот —1000 Мгц, то выде-

ляемую мощность (~10 4 вт/см 3 ) не выдержит ни один кристалл даже

в импульсном режиме.

В настоящей работе предлагается новый способ (и соответствующие

расчеты) усиления звуковых волн дрейфовым потоком носителей, позво-

ляющий, в принципе, избежать указанную трудность.

Способ состоит в том, что в отличие от случая Хатсона дрейфовый
поток носителей протекает не в самом пьезоэлектрическом кристалле,

через который проходит звуковая волна, а в другом полупроводнике,

поверхность которого соприкасается с поверхностью этого кристалла.

Таким образом, мы имеем структуру типа «сэндвич», состоящую из слоев

(их может быть два или более) пьезоэлектрика (который может быть
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теперь и диэлектриком) и полупроводника с высокой подвижностью носи-
телей тока. Физически усиление в такой структуре происходит в значи-
тельной мере аналогично тому, как это наблюдалось в опытах Хатсона
и др Звуковая волна, распространяющаяся вдоль границы слоев «сэнд-
вича», создает в пьезоэлектрическом слое бегущее переменное электриче-
ское поле, проникающее в полупроводниковый слой, в котором происходит
направленный дрейф носителей тока. Такое электрическое поле приводит
к группировке носителей тока в сгустки объемного заряда, которые,
если их дрейфовая скорость превышает фазовую скорость звуковой волны
в системе, отдают часть своей энергии электрическому полю. Это увели-
чившееся ' электрическое поле, проникая обратно в пьезоэлектрический
слой, вследствие обратного пьезоэффекта, вызывает увеличение ампли-
туды' звуковой волны. Так как взаимодействие звуковой волны с дрейфо-
вым потоком происходит через поверхность, разделяющую пьезоэлектрик
и полупроводник, усиливаемая звуковая волна носит поверхностный

характер.

Проникновение поля медленной волны в полупроводник

Рассмотрим вначале вопрос о проникновении электрического поля
медленной продольной волны в полупроводник, занимающий полупро-
странство z > 0, в котором происходит направленное движение носителей.

Проникновение быстрых_волн в среду, как известно [5], определяется

глубиной скин-слоя б%с]/асй, где с — скорость волны, в данном случае
является просто скоростью света, о — проводимость среды, со — частота
волны. Для медленных волн, фазовая скорость которых намного меньше
скорости света, глубина проникновения, как будет показано ниже, опре-
деляется радиусом Дебая (при больших концентрациях носителей) и дли-
ной волны, если концентрация носителей мала.

Пусть вдоль границы полупроводника распространяется продольная

электрическая волна

Е(х, t) = E°e iat~ ikx , О)

фазовая скорость которой a/k < с. Уравнения Максвелла для электриче-
ского поля внутри полупроводника г > 0 будут

rot rot £ ----зг е і£= -----&~J-> (>

где еі _ диэлектрическая проницаемость среды (действительная вели-

чина), і (со, х) индуцированный волной ток.
Поведение носителей в полупроводнике будем описывать квази-

гидродинамической системой уравнений, которая всегда ; применима
в области со < ѵ, где ѵ — эффективная частота столкновении носителей:

тп Г <*._ ( ѵ „) „] = enE — V {кТп) — пгпѵѵ, (3)

^L + d ivH0 = O. (4)

Здесь п (х, z. t) — плотность электронов (в дальнейшем будем говорить
только об 'электронах; разумеется, все результаты применимы и к полу-
проводникам р-типа), m — эффективная масса, ѵ — скорость носителей,
Т — температура, % — постоянная Больцмана. Считая, что все величины
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зависят от х и t по закону плоской волны (1), вместо уравнений (3), (4)
получим:

І'(й-^) + ѵК = ѵЙ+'^«~. (5)

[t (со — ko d ) + v]v. = — £° — — -5=-, (6)

i(<u — kv d )n„ — ikn 0 + n 0 -^ = 0, (7)

где v d — скорость дрейфа электронов;

п 0 — равновесное значение концентрации электронов;

п~ (со, k, z) — отклонение концентрации от равновесной, вызванное

волной;
п = п 0 + п„,

Е° — амплитуда электрического поля волны.

Из уравнений (5)— (7) следует уравнение для неравновесного значе-

ния концентрации носителей:

-^~-А 2п„=0, (8)

где

д2 s l + k Г Р І (СО — kvj) [V + І (СО — kv d )]

V
(9)

т

ѵ т = 1/ — ----- тепловая скорость электронов, rD = 1/ ^-^----- радиус
F t:JLC '£л

Дебая. На основании уравнений (5)— (7) можно построить выражение

для тока J и, подставляя его в формулу (2), для медленных волн найдем

Л* Rt -K~ ч n„, t z -,— ^-. (Ю)

Как и следовало ожидать, система (10) эквивалентна электростатическим

уравнениям rot £ = 0и div Е = Аяпе. Подставляя в формулу (10) реше-

ние уравнения (8) в виде

где с — константа, определяемая из граничных условий, получим реше-

ние системы (10):

Е х (2) = ае-ь* + J* кг е-**, ( 1 2)

где а — константа.

Чтобы определить характер проникновения волны в полупроводник,

очевидно, необходимо определить константы а и с. Для этого рассмотрим

граничное условие для тока. Как и в случае идеальной жидкости, будем
считать, что нормальная составляющая тока на границе г = 0 равна

нулю, J z (г = 0) = 0. Отсюда сразу находим

a = Kk(r%- A2L k2 )c (13)

4*
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и, следовательно, электрическое поле будет:

Е&~* A[l-(A»-Jvo]-» ' (14)
где Е 0 — значение поля на границе 2 = 0.

Рассмотрим предельные значения выражения (14). При малых кон-
центрациях носителей, когда п 0 -> 0, т. е. r D -> оо, из (14) имеем

Е х (г)^Е 0е~кг (15)

и, следовательно, глубина проникновения волны определяется длиной
волны. При больших концентрациях, когда п -> со, r D -> 0, из выраже-

ния (14) следует

Е х (г) ss £о { - (М ~ "^ ^ ' (Ю ~ "^)] ftrrf! + ^ } • (16)

Таким образом, при больших концентрациях глубина проникновения
определяется дебаевским радиусом. Существенно, что в отличие от случая
быстрых волн, когда глубина проникновения с ростом концентрации
электронов экспоненциально падает, для медленных волн глубина про-

~~ Т
никновения определяется законом п 0

Из полученных выражений следует, что эти результаты применимы
в том случае, когда длина свободного пробега носителей намного меньше
самой меньшей из длин дебаевского радиуса или длины волны.

Дисперсионное уравнение поверхностных волн

Пусть над полупроводником находится слой пьезоэлектрика толщи-
ной h (0 > z > —К) и вдоль границы г = 0 распространяется упругая
волна. Электрическое поле £", которое возникает внутри пьезоэлектриче-
ской пластинки, удовлетворяет уравнению [6, 7]

Ж#-£; = -^ѵА,, (17)

где е 2 — диэлектрическая проницаемость пьезоэлектрика, р г> ke — пьезо-
тензор «по деформации» [6], иш — тензор деформации пьезоэлектрика,
связанный с вектором смещения и обычным соотношением

— _L ( диі 4- dUk \
7* Z "2 V dxk дхс J •

Условия на границе полупроводника и пьезоэлектрика (г = 0) будут:

Е Х = Е Х , ^=4% (2 = 0). • (18)

На свободной границе z = — h:

E'x = El, Ч^Ц- (z = -h), (19)

где Е"х = be kz '— электрическое поле в вакууме.
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Решение уравнения (17), удовлетворяющее граничным условиям (18),
(19), имеет вид:

о

Е'х {2) = і^і* Г sh (т - kz) Utk (т) dx + с^ 4- c 2efa , (20)

Az

где

Ші* J e*u lk (x)dx, (21)

—kh

c = c e 2+(si-e 2 )A(A+fe)/- 2D
2 ' в 2 -(8 1 + е 2 )Л(Л+й)г| ) ' K '

Вектор смещения упругой волны, которая затухает вглубь полупро-

водника [6— 8], удовлетворяет уравнению

1 д г а
^1?-"-,"' SY^*>^. (23)» = 0, (0 < 2 < оо),

где и — вектор смещения в полупроводящей среде, к\ = k 2 —^- (с г -

с.

скорость поперечной упругой волны). Аналогично, в пьезосреде вектор

смещения »' удовлетворяет уравнению:

1 дЧ
1- + и 1=_-І^І^Е х {г), (0>і> — Л), (24)

где q — плотность пьезоэлектрика, х 2. = —2----- й 2 (с 2 — скорость упру-

с2
гой волны в пьезосреде).

Подставляя в уравнение (24) выражение для электрического поля (20),
получим интегродифференциальное уравнение, которое может быть решено

путем разложения вектора смещения и в ряд. В качестве параметра раз-

ложения при этом фигурирует квадрат константы электромеханической
связи

S»= v '- lx «1, . (25)
ѳф 2

которая обычно намного меньше единицы. Например, для такого сильного

пьезоэлектрика как CdS L, «* 0,2; для кварца £ «* 0,01.
Из условий на границе г = 0иг= — h следует:

o t, = P]^z'=0), a tz =0 (z = -h), (26)

где Oik — тензор напряжений. Очевидно, что этим граничным условиям

проще всего удовлетворить тогда, когда волна имеет вектор смещения

только с компонентой иу ф 0. Это означает, что в полупроводнике рас-

пространяется поверхностная поперечная волна, а в пьезоэлектрическом

слое обычная поперечная волна. Поэтому с 1 и с 2 означают просто скорости

распространения поперечных волн в соответствующих средах. Поперечная
волна будет сопровождаться продольным электрическим полем, если для

выбранного направления распространения симметрии пьезоэлектрика

будут существовать компоненты пьезотензора
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В нулевомприближениипо £ 2 из выражения (26) следуетдисперсион-
ное уравнениерассматриваемыхволн [8]:

tg и,А =
М-і^і
[А 2 Х 2

(27)

где |А Х и [х 2 — модули сдвигаполупроводникаи пьезоэлектрика.Уравне-
ние(27) определяетв неявном виде зависимостьсо от k и, следовательно,

фазовую скорость этих волн. Можно показать, что уравнение(27) имеет
решения лишь при вещественных% г их,, так что фазовая скорость | =

= -^- удовлетворяет неравенству

С\< Ъ < с*.

Отсюда видно, что распространение рассматриваемых волн возможно
лишь при условии, когда скорость поперечных волн в полупроводнике

больше скорости поперечных волн в пьезоэлектрике.
Следующее приближение дает уравнение для добавки Ak к волно-

вому вектору k = со/1, где % — фазовая скорость рассматриваемой волны,
определяемая из уравнения (27). Если толщина пьезоэлектрического слоя

больше длины волны h > к (что всегда, по-видимому, и имеет место),
то из выражения (23) следует:

Ak = — ^k
e 2+( e l — e 2j A ( A + fe ) r D

8 2 — (бі + 8 2 ) A(A + k)r 2D
F{<s>, k, h),

где

/"(со, k, h)

1 +
и 2(х2

1 +

^ыттніп

(28)

(29)

— действительная и- положительная функция своих аргументов. В выра-
жении (28) отброшены все члены, которые не дают вклада в мнимую часть,
волнового вектора: учет их приводит лишь к перенормировке фазовой
скорости волны и не сказывается на затухании (усилении).

В общем случае мнимая часть волнового вектора равна

ІтЫг = — £ 2 SiBaX" (to/S)
«2,

[82-(Sl + e 2)x']2 + "X"'(ві + 8.) .'(
со, h (30)

где %' и %" — действительнаяи мнимаячастивыражения Л (Л -+- k) г 2 :

%' = 1 + k2r 2D +
V2

f/

X =

1 + ѴгЪ + у (1 + k 2 r 2D J + ^р (1 - Р) 2 (31)

(1 1 +
Ѵ2

1 + &г\ 4-

4-і/(1+АѴ^ + ^(1-РГ-
-ѵ*

(31')

Здесь р = -у ----- отношение скорости дрейфа к фазовой скорости волны.

Очевидно, что когда скорость дрейфа превышает фазовую скорость волны
ф > 1), поглощение сменяется усилением.
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Для малых концентраций носителей, когда kr D > 1 и кроме того,
2

— тг < 1, из выражения (30) имеем

Imk = - £■ ,г^Ь ------- S ------ _,„,} Е . '.„ (32)(еі + е 2 ) 2

(*-P) 2 + 4 -n;|2 Ц 2 ^ gj^g m 2 y

и усиление, пропорциональное концентрации п 0 .

Аналогичным образом, в области больших концентраций, когда

kr D < 1 из того же выражения найдем

Еіе 2 —2"(1 — Р)

/mAfe^^rf ---------- ^Ч^-------- F ( to > Т' А ) (33)g в? + ( е , + в 2 ) 2 ^4-(і-рг- ѵ ё '

и, следовательно, усиление с ростом концентрации падает, т. е. п~ х .

Можно показать, что в оптимальных условиях усиление с частотой
возрастает, и при высоких частотах может достигать весьма больших
значений. Например, для пьезоэлектрика с параметрами, аналогичными

параметрам CdS, усиление составит — 100 дб/см при частоте — 120 Мгц.
Выше рассматривался случай, когда над полупроводником находится

тонкий слой пьезоэлектрика. Однако возможна и другая система —

когда над пьезоэлектриком находится тонкий слой полупроводника.

Можно показать, что и в этом случае глубина проникновения электриче-

ского поля медленной волны определяется выражением (14), если только

длина волны меньше толщины пьезоэлектрического слоя. Вся дальней-
шая схема ничем не отличается от рассмотренной выше, окончательная

формула для инкремента такая же, но вместо функции в нее входит выра-

жение

~FU ^,h) = - ------Г-^ ----------->0,

где 1 — относится к пьезосреде, а 2 — к полупроводнику.

Выше нами не учитывалась возможность вязкого поглощения поверх-
ностных волн. Очевидно, что в линейном приближении учет поглощения

приводит лишь к появлению дополнительного члена, пропорциональ-

ного значению вязкости в выражениях для инкремента нарастания.
Полученные нами формулы для инкремента усиления в различных

случаях справедливы только для больцмановского газа электронов,
далекого от вырождения. Однако они будут справедливы и для вырожден-

ного электронного газа, если выполнить формальную замену

где Ор — скорость Ферми. Справедливость этого утверждения непосред-

ственно видна из выражения для давления электронного газа, находя-

щегося в вырожденном состоянии [91:
_2_

п 1 /6Л 2 \^" ft 2 , А

где ft — постоянная Планка;



градиент давления будет

. VP=4(f) 4 |pfefmr' (>5)

где v F =(— ) п*-.

Подставляя выражение (35) в уравнение квазигидродинамики (3), мы

видим, что все результаты с учетом замены по формуле (34) остаются

в силе.

В заключение в качестве примера приведем расчет оптимального

усиления в системе, состоящей из кристалла Ge и кристалла Cd S при

температуре Т я« 80° К (подвижность носителей тока в Ge при этой тем-

пературе — 5 -10 4 см % /сек):
1) частота / = \0S гц = 100 Мгц lmk mKii = 58 дб/см, выделяемая

в единице объема мощность W яа 0,2 впг/см 3 \

2) частота / = -^- = 10 е гц = 1000 Мгц Imk max = 580 дб/см, выде-

ляемая в единице объема мощность W m 2,25 em /см 3 .

Таким образом, при сравнительно большом усилении в системе

мощность, выделяемая в единице объема полупроводника оказывается

сравнительно малой. Это, как уже указывалось выше, снижает трудности,

возникающие при усилении, и позволяет надеяться, что в дальнейшем
можно будет перейти в непрерывный режим усиления или генерации поверх-

ностных волн.

Аналогичным образом могут быть рассмотрены вопросы усиления

и плазменных волн в слоистых системах [10].
Авторы выражают благодарность чл.-корр. АН СССРпроф. В. Л. Гинз-

бургу, проф. С. Г. Калашникову, проф. В. Л. Бонч-Бруевичу и
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В. И. ПУСТОВОЙТ, Ж. Е. ГЕРЦЕНШТЕЙН

УДК 539.293:534

о возможности УСИЛЕНИЯ ИЗГИБНЫХ волн *

Показано, что в полупроводниковой пластинке возможно усиление изгибных
волн, если скорость дрейфа носителей превышает фазовую скорость изгибной волны.
Найдены инкременты нарастания и выяснена частотная зависимость усиления. Пока-
зано, что усиление возможно только в области частот, определяемых неравенством (23).

Выяснено влияние магнитного поля на инкремент нарастания.
Поскольку мощность, выделяемая в единице объема кристалла, в случае уси-

ления изгибных волн значительно ниже, чем при усилении поперечных или про-
дольных волн, оказывается возможным избежать интенсивного разогрева кристалла.

Плазменная среда, в которой происходит дрейфовое движение частиц,

как известно [1, 2], способна усиливать волны, если их фазовая скорость
меньше скорости дрейфа. Экспериментально этот эффект был обнаружен
Хатсоном с сотрудниками [2]. Ими было получено усиление ультразвука
в полупроводящих кристаллах Cd S, когда дрейфовое движение носителей
превысило скорость звука.

Основная трудность использования этого эффекта заключается в том,
что в единице объема полупроводника в режиме усиления выделяется

сравнительно большая мощность. Так, в опыте Хатсона [2], эта удельная
мощность составляет 100 em /см 3 , в случае же усиления в полуметаллах

[3, 4 ] она будет значительно выше.
Одним из путей уменьшения выделяемой мощности в единице объема

является использование изгибных волн. Действительно, фазовая скорость
изгибных волн пропорциональна корню из частоты и для малых частот
может быть значительно меньше скорости звука в неограниченной среде.
Мощность, выделенная в единице объема кристалла, при постоянной
концентрации носителей пропорциональна квадрату скорости дрейфа,
поэтому снижение ее приводит • к уменьшению разогрева кристалла.
При использовании достаточно тонких пластин это, по-видимому, дает
возможность перейти в непрерывный режим усиления или генерации.

Дисперсионное уравнение изгибных волн

Рассмотрим изгибные колебания в пластинке толщиной h. Плоскость
XOY совпадает с нейтральной поверхностью, смещения которой проис-
ходят вдоль оси 2. Пластинка считается тонкой, т. е.

h < к (і)
где % — замедленная длина волны. Вектор смещения нейтральной поверх-

ности равен [5]:

U<°> = «<0) =0, uf = l{x,y). (2

* Работа опубликована в журнале «Физика твердого тела», 6, 3, 879, 1964.
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На основании этого смещение точки с координатой z ф 0 равно [5]:

"* = — z ^7' и у = ~ 2 ^' u * = t(x,y), (3)

причем в этом выражении опущены члены порядка (z/K) 2 , которые в силу

условия (1) малы. Зная вектор смещения, нетрудно определить тензор

деформации и ІІг . Для волны, проходящей вдоль оси х, отличные от нуля

компоненты тензора щ ь будут

хх ~ Z дх* ' Uzz ~ Z 1 — р дх 2 ' ( '

где р — коэффициенты Пуассона,р <С 0,5. Свободная энергия единицы

объемадеформированнойволной пластинкибудет

Р _ 1 л N 2 f d2l\ 2 /к\
г — 2 "НіН и Ч> и Іт — і „„г z \д^ J > V й /

где ?сШт — тензор модулей упругости;
N — модуль Юнга в «направлении»распространенияволны.

Добавка к свободной энергииза счет пьезосвойств, как известно,

имеетвид [6]:

AF = р\- ,, Ё{им , (6)

где p f ki — пьезотензорпо «деформации»,
' Е — электрическоеполе, возникающее вследствиедеформации

Е(х, t) = E(z)e iat- ikx . (7)

Зависимость электрического поля от оси г вызвана неоднородной
вдоль нее деформацией пластинки. Чтобы определить поле Е, необходимо
решить уравнения Максвелла, которые после исключения магнитного

поля волны, будут:

ш
rotrot£ — ~D =0. (8)

Здесь D — вектор индукции, определяемой согласно [6] отношением

D/ = &i kEh — 4яр\ klukl , (9)

где гІІг — тензор диэлектрическойпроницаемостисреды/

Полагая для упрощения Еу = 0 (что всегдаможно достичь соответ-
ствующим выбором симметриипластинки),из уравнения (8) для волны Ех

получим решение:

Р _ 4я|3 ;с , klUkI с .. ^Л$ х , ы д
(со, k) z k&xx (ш, k) dz

ukl . (10)

При выводе уравнений(10)мы учли, что | е и-\ 2 Ѵф < с — т. е. скорости

света.

Подставляя значениятензорадеформациииз выражения (4) и найден-
ные выражения для поля (10) в уравнение(6), получимдобавку к свобод-
ной энергии, обусловленную пьезосвойствамисреды:

гДе Рэфф = Рлг, хх — jzi— Рх, гг — эффективный пьезомодуль для изгиб-
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ных волн. Полная свободная энергия пластинки определится в результате

интегрирования по всему объему пластинки

+ Т
р(п) _ I w = W^> I (3F* + 4я1і * J т= 1 (э)Ц. <> 2 >

(о) _ А
2

Член, пропорциональный первой степени z, в результате интегрирования
становится равным нулю, поскольку г хх (z) — симметричная функция z.
Ниже мы увидим, что в интересующей нас области частот тензор диэлек-
трической проницаемости & хх (ш, k, z) можно считать независящим от г.
Тогда интеграл (12) легко вычисляется, и мы видим, что уравнения изгиб-
ных колебаний пьезополупроводящей пластинки можно получить из
обычного уравнения путем формальной замены:

/V N , 2яр2 фф -^

2(1 — р 2 ) 2(1 — р 2 ) ' е л , ѵ.(со, ft)

Поэтому уравнения для изгибных волн можно написать в виде

R2

Л 2 + 6

JV . 2я Рэфф а-»- »«>2(1— р 2 ) ] 8„(С0, ft)

где е _ плотность. Полагая I «* ёш ~ ІЬх , получим дисперсионное урав

нение

QG)
2 _W

6

ІѴ 2яр 2эфф
2(1 -р 2 ) ' 8 Л.л;(Ш, ft)

0. (15)

Чтобы определить инкремент нарастания и выяснить частотную зави-
симость эффекта, необходимо знать выражение для комплексного тензора
диэлектрической проницаемости пластинки е (/ - (ш, k, z, И).

Вычисление тензора диэлектрической проницаемости плазмы
носителей в полупроводниковой пластинке

Вычисление тензора еи (ш, k, z, h) произведем методом, развитым
в работе [7], который аналогичен квазигидродинамическому приближе-
нию. [8]. Рассмотрим вначале задачу для условия, когда магнитное поле

отсутствует. Тогда уравнения для определения добавки ф 0 + — Фі к рав-

новесной функции распределения, обусловленной наличием волны (7)
и внешнего постоянного поля £= будут [7]:

* + 1 d.v* + Ін-іда + s* --«Iт- < 16)

Здесь /о — равновесная функция распределения;
f t — токовая добавка;
ѵ — эффективная частота соударений носителей;

5 0 фо — интеграл соударений (см. подробнее в работе [7]).
Первое уравнение (16) умножим на v 2 dv и проинтегрируем по всем

скоростям. Тогда, подставляя в найденное таким образом уравнение непре-
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рывности значения функции q>i(w). определенные из второго уравнения (16),
как и в работе [7], для волны найдем

со ео

где я_ = Г у 2 ф 0 do, « 0 = [ у 2 /о du, г>= = —— — скорость дрейфа носи-

о о
j_

телей под действием поля £ = , ѵ т = (2xTjm) 2 — тепловая скорость носи-

телей.
В уравнение (17) входит член с производной по z, который опреде-

ляет поперечную диффузию газа носителей. Следует отметить, что замена

производных по времени на іоо уже неявно предполагает, что диффузия
вдоль z мало существенна. Действительно, в том случае, когда диффу-
зионный поток велик, происходит интенсивное перемешивание зарядов,

и периодичность процесса во времени может быть нарушена. Поэтому
выражение (17) справедливо при выполнении условия

д д
— n„{x,t) » ш п„(х,Щ. (18)

Решение уравнения (17) для электрического поля, линейно растущего

по г, Е (z) ?« z, и при граничных условиях п^ (z) = 0 (z = 0) и =- п„ (z =

= ±h/2) = 0, будет иметь вид:
, _ singz

1 w

в_ (г) 2 b

ik 2 vl
, \ ѵ„ іг i z , 1ГѴ ,

П л (X, CO) = rt 0 —— ----------------- ..2 2 » • ( 19 )
1-Р-

шѵ

где

ѵ /' г'А 2 ц^. ^ 2

Тензор диэлектрической проницаемости

е хх (и>, k, . ;.) = е 0 + т^а„(со, А, . . .), (20)

где е 0 — статическое значение диэлектрической проницаемости кристалла,

а о хх — комплексная проводимость плазмы носителей, которая на осно-

вании выражения (19) легко может быть построена (см. [4, 5]):

1

£z cos у t,hГТГ P +

o xx (a, k, z, A) = a 0 ------------------- -^ ------------ (21)

l-p
ik z v T

cov

где a 0 =-: — ^ — проводимость по постоянному току.

Рассмотрим предельные значения формулы (21). Для толстой пластинки,

когда А -> со, формула (21) дает известную формулу для комплексной
проводимости [7 ]

в хх (А щ со) = ао -------- Ктт- ■ (22)

1-Р ------------- ^
<вѵ
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Наоборот, для -очень тонких пластинок, когда h -*• Oj имеем

вхх (А -> 0) ->• С7 0

и усиление оказывается невозможным. Физически это обусловлено попе-
речной диффузией носителей, которая при h -> 0 становится весьма

существенной.
Выясним область частот, в которой поперечная диффузия объемного

заряда несущественна, т. е., другими словами, когда формула (21) пере-
ходит в выражение (22). Очевидно, что для этого необходимо, чтобы
А|£|>р~1, т.е.

" ѵ №

Поэтому усиление изгибных волн возможно в области частот

v кL ^«co<^ (23)

где сх _ скорость поперечных волн. Для кристаллов типа CdS
ѵ «* 1014 сен' 1 , ■==; Cj_ & 2- 10 6 см/сек и в случае использования пластинки
толщиной ~10" 2 см при комнатной температуре (ѵ т = Ю 7 см/сек) нера-

венство (23) дает
10 4 г^<со<10 7 гц.

Мы будем рассматривать только область частот, определяемую нера-
венством (23), поэтому для тензора проводимости можно ограничиться

его предельным значением (22).

Инкремент нарастания и частотная зависимость усиления

В случае изгибных волн роль константы электромеханической связи

играет величина

Аизг
2я ^фф 2(1— р) С

8 0 Q N е оС с х

(24)

где с = у -^ -скорость поперечной волны.
N

2в (Т^р)

Из выражения (24) следует, что К изт «= (1 — р) 2 k ± , т. е. электро-
механическая константа изгибных волн меньше соответствующей кон-
станты поперечных волн. Поэтому, как и в случае бесконечной среды,
дисперсионное уравнение (15) можно решать методом последовательных
приближений. Нулевое приближение определяет фазовую скорость из-

гибных волн

На основании соотношения (25) дисперсионное уравнение (15) удобно
переписать в форме

Отсюда сразу находим инкремент нарастания на единицу длины пластинки

^ =Ч*і(т^)Ѵ^ ео/те7 *' (27)
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Подставляя значения тензора диэлектрической проницаемости из выра-

жений (20), (22), получим

6 \Т ш о 8 о
Imk = X-k 2

4 R 1 v l/ftc
X

X
l-P(ffl)
„4 r-

[l-p(C0)] 2 g 2 +
2 сое

3 he VD (i-P)

(28)

где шо = (4ne 2 n 0 /m) плазменная частота носителей,

го = (хТ/4яе 2п 0 ) 2 — радиус Дебая.
Отсюда видно, что усиление будет происходить при

ѵ=>
с | Ігш

1^6(1 -р)
(29)

Для частоты ш «=* Ю 6 г^, А = 10~ 2аи, сх л* 2- 10 5 см/сек, выражение

(29) будет иметь вид

ѵ= > 2- 10* см/сек,

т. е. скорость дрейфа должна превышать одну десятую скорости попереч-

ной волны. Мощность, выделяемая в единице объема пластинки, пропор-

циональна квадрату скорости дрейфа и, следовательно, в режиме усиле-

ния составляет примерно одну сотую мощности, выделяемой при усиле-

нии поперечной волны.

Отметим, что использование изгибных волн снижает требования,
предъявляемые к самому кристаллу. Действительно, условия усиления

(29) могут быть осуществлены при меньшей подвижности носителей,
а это открывает широкие возможности для использования такого класса

веществ, как сегнетоэлектрики и различные виды керамики, подвижность

носителей в которых может быть доведена до нескольких десятков

смісек-в.
При заданной частоте и толщине пластинки h максимум усиления

определяется концентрацией носителей щ. Приравнивая нулю произ-
водную по шо от выражения (28), находим значение плазменной частоты,

при которой инкремент максимален

_ _і_

2

coo = ]/мѵ{ 2ео 2(1 -Р)
She . ѵ

Ѵ Т F<1-РУ +
2(1 ■ Р) v\

3hc,v
(30)

Подставляя уравнение (30) в уравнение (28), получим максимальное зна-

чение инкремента нарастания

max link
х V l У (О

hc~ X

X
1- -Р

2(1— Р) , (
-№4

"2(1— р)ѵ\ '
ЗАс . ѵ f

(31)
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В предельном случае низкой температуры, когда

■-еі»! 1^
максимальное значение инкремента нарастания, как и в случае беско-
нечной среды [4], не зависит от скорости дрейфа

max Imk ~ sign (fi — 1). (32)

Для кристаллов с параметрами типа параметров кристалла Cd S макси-

мальное значение усиления составляет примерно 50 дб/см при частоте

10 Мгц.
Рассмотрим влияние магнитного поля на усиление изгибных волн.

При сильном продольном магнитном поле, когда Н\\к, поперечная диффу-
зия электронов (дырок) уменьшается. Нетрудно показать, что в этом слу-
чае меняется только нижняя граница области усиливаемых частот; вместо

неравенства (23) получим

где Q = еН/тс — циклотронная частота носителей.
Как видно из выражения (33), магнитное поле становится существен-

ным только при условии Q > ѵ.
Поперечное магнитное поле, направленное по оси у, приводит к тому,

что во всех формулах частоту соударений ѵ необходимо заменить на ѵ эфф ,

определяемую выражением [4]

ѵ*г ѵ(^1). (34)

Скорость дрейфа при этом, однако, остается неизменной, что обусловлено
появлением соответствующего «холловского поля» *.

Усиление изгибных волн в полупроводящей пластинке

Выше рассматривался вопрос об усилении изгибных волн в пьезо-
полупроводящей пластинке. Взаимодействие между электронами прово-

димости и акустическими колебаниями решетки при этом осуществляется
через электрическое поле волны, которое возникает вследствие деформа-
ции пьезосреды. Однако возможно и непосредственное электрон-фононное
взаимодействие; энергия электрона в зоне проводимости в этом случае
зависит от деформации решетки и в линейном приближении пропорцио-
нальна тензору деформации. Действующая на решетку объемная сила,
обусловленная электрон-фононным взаимодействием, равна [9]:

F\p) ^^r\dvA ik (v)f(r,v,t), (35)
Ол к J

где A ik (ѵ) — набор констант электрон-фононного взаимодействия. Урав-
нения движения (14) в этом случае примут вид:

g*| h*N д%_1_ fV p)dz=0 (36)
Q dt* + і2(і— р 2 ) ал- 4 h J Л 2 - .... . ' у '

* Мы не рассматриваем возможную поверхностную рекомбинацию носителей или
другие явления, которые могут повлиять на величину «холловского поля», предполагая,
что носители зеркально отражаются от соответствующих поверхностей пластинки.
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где F zP) является составляющей по оси z силы, определяемой соотноше-

нием (35). Подставляя в уравнение (35) выражение для разложения функ-
ции распределения f (г, v, t) (см. [4, 7 ]) и интегрируя его по углам в про-

странстве скоростей, получим

?(р)
'■дх к

: | ѵ\ф, (37)

причем здесь мы предположили, что тензор A ik не зависит от квазиим-

пульса электрона. Чтобы получить выражение для переменной компо-

ненты плотности объема заряда тг_ (х, t) в уравнениях (16), достаточно

произвести формальную замену

еЕ^еЕ т + Аи
дх дх^ ' (38)

г<")где Е — поле поляризации, которое определяется из уравнения

Пуассона

div 8 0£ (п) = 4яел_ (х, t).

В итоге для компоненты Фурье плотности получим

sintz
1 -------

г*
Akj d 2 u k

(39)

я~ (k, ш)
?г cos у AS

0 тѵѵф дх dxj

СОѴбо ѵ s

(40)

Подставляя выражение (40) в выражение (37), а затем в (36) после

интегрирования по г получим уравнение движения в виде:

Э 2 £ h*N д% 4лп 0 Л хх Л г дЧ _

\2{\-р*)дх*^ г ia * I э*»
= 0. (41)

которое справедливо в области частот, указанных в выражении (23).
Следовательно, инкремент нарастания будет:

Imk =
6яга 0 Л 2

1

[В(со)_1][6(1-р)] 4
тѵ 5 5 і

А 2 QC? со 2 a-p) 2 +^Mi + *W
(42)

где мы положили Ахх ssi Az2.

Численные оценки показывают, что инкремент нарастания в случае

электрон-фононного взаимодействия значительно меньше, чем для пьезо-

полупроводников.

Авторы выражают глубокую благодарность проф. В. Л. Гинзбургу
и проф. Л. В. Келдышу за ценные советы и замечания.
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В. И. ПУСТОВОЙТ

УДК 539.293 : 537.228.1

ОБ ИЗМЕРЕНИИ КОНСТАНТ ПОЛУПРОВОДНИКОВ

НА БОЛЬШИХ ЧАСТОТАХ

Показано, что измерения фазового сдвига и амплитуды распространяющейся
упругой волны в пьезополупроводнике в зависимости от приложенного внешнего
постоянного электрического поля позволяют определить константы пьезополупро-
водника. Измерения можно производить при сравнительно слабом электрическом
поле, не переходя на режим усиления упругой волны.

Этот метод эффективен в области больших частот и позволяет в принципе оце-
нить частотную зависимость некоторых констант пьезополупроводяших кристаллов.

Известно, что измерение пьезомодулей проводящих кристаллов натал-

кивается на определенные трудности. Вследствие наличия конечной про-

водимости, измерение емкостных (пьезо-) эффектов весьма затрудни-

тельно [1]. Статические измерения также трудны, поскольку возникаю-

щие вследствие деформации поля исчезают из-за проводимости кристалла.

Сравнительно недавно было обнаружено, что в полупроводниках при

определенных условиях возможно усиление акустических волн [2—5].
Как известно, в полупроводниках и металлах затухание акустических

колебаний, помимо «вязкости» решетки, обусловлено также взаимодей-
ствием акустических колебаний (фононов) с электронами проводимости

[6]. Величина затухания зависит от состояния электронного газа носи-

телей: если, например, электронный газ находится в неравновесном состоя-

нии, то вместо обычного затухания в системе оказывается возможным

усиление. Создать такую неравновесную среду, как оказывается, можно

с помощью дрейфа носителей (электронов).
Физика эффекта усиления (затухания) заключается в следующем.

Пусть в плотной плазменной среде (под плазменной средой мы понимаем

электронный или дырочный газ носителей, взаимодействующий с решет-

кой) распространяется плоская продольная электрическая волна. Элек-
трическое поле волны вызовет перераспределение зарядов в пространстве,

так что образуются области с повышенной концентрацией частиц, т. е.

пространственный объемный заряд. Ясно, что в этом случае электрическое

поле волны совершает над средой работу и, следовательно, сама волна

в итоге затухает. Однако иначе обстоит дело, когда объемный заряд не
находится в покое, а движется. Если приложить внешнее электрическое

поле, которое заставит дрейфовать объемный заряд со скоростью, большей
чем фазовая скорость волны, то произойдет черенковское излучение волны

объемным зарядом [7].
Электрическое поле в объеме полупроводника может возникать по

различным причинам. Например, если кристалл полупроводника обладает
пьезосвойствами *, или решетка кристалла состоит из заряженных ионов

* Пьезосвойства могут также возникать вследствие стрикционных свойств среды
из-за наложения внешнего постоянного электрического поля.
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(ионныйкристалл),то при распространенииупругой волны будетвозни-
кать электрическоеполе. Взаимодействиеплазмы носителейс колеба-
ниями решеткиможет осуществляться такжевследствиеэлектрон-фонон-
ного взаимодействия.Следует отметить, что это взаимодействиестано-
вится значительным только при сравнительнобольшой концентрации

носителейи, как увидим ниже, измеренияпоэтому следуетпроизводить

при больших частотах.

Далее мы покажем, что измерениефазовой скорости и амплитуды

звуковой волны в зависимостиот дрейфа даетвозможность оценитьряд
константкристаллаи, в частности,величину пьезомодуля и константы

электрон-фононноговзаимодействия. Измеренияможно выполнять при

слабом поле, так что разогрев кристаллане будет велик.

Элементы теории распространенияультразвука

в полупроводниках

Уравнения, описывающие распространениеупругих волн в среде,

имеют вид [8 ]:

dt 2 f дх 2 и > (Ч

где и — вектор смещения, с — скорость соответствующей (продольной
или поперечной)волны. Уравнение(1) описываетсвободные незатухаю-
щие волны, распространяющиесяпо направлениюх.

Как уже упоминалось, в полупроводникахпроисходитдостаточно

сильное взаимодействиеакустическихколебаний с электронамипрово-

димости. Наиболеесильно это взаимодействиев пьезополупроводниках,

т..е. в веществах, которые сочетаютв себекак свойстваполупроводников,
так и свойства пьезоэлектриков. Учет этого взаимодействияприводит
к тому, что в уравнениираспространенияультразвука в пьезополупровод-

никах появится дополнительныйчлен, ответственныйза это взаимодей-
ствие [91:

д^і_ с 2^иі , Jo 3£/__о" (21
dt- с дх* + е Р<- Ік дхк ~ ' ( '

где q — плотность решетки, р\- ; к1 — пьезотензор по «деформации»,
Е (х, t) — электрическоеполе, которым сопровождаетсяупругая волна.

Электрическоеполе Е (х, t) определяетсяиз уравненийМаксвелла.
Для медленныхпроцессов, когда все скорости(в данномслучаескорость
звука) намного меньше скорости света в среде, уравненияМаксвелла
сводятся к соотношению

div D = О, (3)

где D — вектор индукции, согласно [81, равный

А = *tiEj — 4яр\-, ы иы . (4)

Здесь ulk = -j ( ~ + -—; j — тензордеформации, е,-/ — комплексныйтен-

зор диэлектрическойпроницаемостисреды (с учетомналичияэлектронов
проводимости). Тензор диэлектрическойпроницаемостиможно опреде-

лить из кинетическогоуравнения. В итогедля волны, проходящей вдоль х,
получим (см. подробнеев работе [7]):

е|| (ш, А)=е0 -Н-Г --------------—j- t (5)
ѵ = ко ѵ т

Ѵф V „2
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где 8q — статическое значение диэлектрической проницаемости решетки,
е 2 п 0

а 0 — проводимость кристалла на постоянном токе, о 0 = тѵ , где п 0 —

концентрация, т — эффективная масса носителей, ѵ — эффективная ча-

стота соударений, ѵ т = ]/ - ----- тепловая скорость, к — постоянная Больц-

мана, иф = -^- -- фазовая скорость, ш — частота, k — волновой вектор,

ѵ = — скорость дрейфа, й= = —— , где Е= — внешнее постоянное электри-

ческое поле.
Подставляя в выражение (2) значения электрического поля волны

из выражений (3) и (4) и определяя зависимость всех величин от коорди-
наты х и времени t по закону плоской волны

Е(х, t) = Ej al - ikx , и~е ш ~ ікх , (6)

получим дисперсионное уравнение для продольных волн:

2 г.2
О)

2^К
Щ 1 + 2 7 " = о, (7)

где с || — скорость продольной волны. Если ввести электромеханическую

константу для продольных волн

**К- XX

и=\/ —Х^> (8)

то уравнение (7) будет

Корни этого уравнения определяют характер распространяющихся волн.

Если //и со (k) > 0 — распространяющаяся волна будет затухать, если
же Ітш (/г)< О — она будет нарастать. Мы не будем сейчас интересоваться
вопросами усиления (об этом см. работы [2— 5]), а рассмотрим только

характер изменения затухания и фазы при сравнительно малых значе-
ниях скорости дрейфа электронов, т. е. при

еЕ_
oJ<cj, или -^<сц. (9)

Точно также строится дисперсионное уравнение для случая распро-
странения ультразвука в полупроводниках, не обладающих пьезосвой-
ствами, когда взаимодействие обусловлено только электрон-фононным
эффектом [5]:

2 ,2 2 4яг'£*Л 2 Я„ p. /im
со — k q ----------- — " — = 0. ( 10 )

mvQui
Ѵф соѵ V "/

Здесь Л — константа электрон-фононного взаимодействия, обы чно о на

порядка нескольких электрон-вольт Л?«Ю -11 -4- Ю -12 эрг, а>о = 1/-
гав.

7— г-2— дебаевский радиус экра-

нирования.



Приведем также дисперсионное уравнение для ионного кристалла [5 ]:

2 .2 2
СО ----- k С\\ 1 О, (И)

где а -

а « 1.

ш _ kv= —±(\ + k 2 P-D)

отношение числа носителей к числу рассеивающих центров,

Изменение фазовой скорости и затухания в зависимости

от дрейфа

Дисперсионные уравнения (7), (10), (11) позволяют найти изменение

фазовой скорости волны и относительное изменение амплитуды в зависи-

мости от приложенного внешнего электрического поля. Для кристалла

длиной / имеем [10]:

Дг|г

ѵ_

/-^(ReAfc)Ap\ (P«l),

(12)

(13)

где Л — амплитуда, a ip — фаза волны. Поскольку £ц < 1, уравнение

(7а) можно решать методом возмущений. Тогда

S 0 Ш ■гЧ so

~" s и (ш, k) с "II е и (со, k)
(14)

Подставляя в (12), (13) выражения (14) и значения ец (ш, k) из выраже-

ния (5), 'для пьезополупроводников получим:

АЛ _ п ъ м о

Л і , (0 ,.2 СО*

~ С іі " со 2 ѵ-

'+^(1+^)

(15)

(16)

Полученные формулы показывают, что относительное изменение ампли-

туды и фазы при малых значениях имеет разный характер в зависимости

от частоты со, концентрации п 0 , температуры Т. По-видимому, на опыте
наиболее просто выделить случай, когда на некоторых частотах относи-

тельное изменение амплитуды ДЛ/Л и фазы не зависят от величины дрейфа:

АЛ

Дг|) = 0 при r D =

= 0 при 1 -------- 1

Ш-ф

>A'D о,

(17)

(18)

где шф и ша — корни уравнений (17), (18). Уравнение (17) всегда имеет t

корень, и зная щ, можно сразу определить концентрацию носителей

ШфиГео
«о 4яе 2 с і

(19)
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Путем измерений на постоянном токе можно определить статическую

проводимость сто = —- • Зная концентрацию п а и проводимость о 0 ,

из формулы (16) можно определить постоянную электромеханической
связи и, следовательно, — соответствующий пьезомодуль:

J-2 С ц Д^, ['+^( |+ 5Г
2

и ДР 16Я 2 0 2/ Ш 4 \

ш2 к )
(20)

причем, естественно, ш ф ш^. Из уравнения (19), кроме того, можно

определить подвижность носителей \і:

_е_ = "грхГвр
" mv 4яес ,, ^ '

Для определения констант пьезополупроводников мы пока исполь-

зовали только уравнение (16), что соответствует измерениям фазы. Изме-
рение же относительного затухания амплитуды тоже может служить

одним из способов измерения. Однако следует отметить, что условие (18)
не всегда разрешимо в поле действительных чисел, поэтому этот метод

следует применять тогда, когда

І»'<1. (22)
ѴСц

Если условие (22) выполнено, то аналогичные формулы для констант

могут быть получены и через ш А . Из-за громоздкости мы их не приводим.

Что касается измерения констант полупроводящих и ионных кри-

сталлов, то они будут рассмотрены отдельно.
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М. Я. АЗБЕЛЬ, Е. Г. СКРОЦКАЯ

УДК 538 : 214

МАГНИТНАЯ ВОСПРИИМЧИВОСТЬ В СИЛЬНЫХ МАГНИТНЫХ
полях

Найден магнитный момент в сильных магнитных полях. Установлено, что при
произвольном законе дисперсии экспериментальное исследование магнитной вос-
приимчивости позволяет определить зависимость энергии и плотности состояний
основного состояния от магнитного поля. Показано, что при квадратичном законе
дисперсии в сильных магнитных полях полный магнитный момент (диамагнитный
и парамагнитный) стремится к насыщению.

В настоящее время хорошо изучена как теоретически, так и экспери-
ментально (см. например [1 ]) осциллирующая часть магнитной восприим-
чивости, эффект де Хааза-ван Альфена. Осцилляции, как известно, наблю-
даются при низких температурах Т {kT < \іН) в слабых магнитных полях
([і# < £ 0 . V- — магнетон Бора для электрона проводимости, £ 0 — гра-
ничная фермиевская энергия).

Значительно менее исследована монотонная часть % магнитной вос-
приимчивости, которая только и остается для сильных магнитных полей
при высоких температурах. Экспериментально это связано с тем, что
трудно отделить монотонную восприимчивость электронов проводимости
от восприимчивости решетки. Теоретическое исследование восприимчи-
вости при неквадратичном законе дисперсии электронов не может быть
проведено, потому что для этого необходимо знать правила квантования
даже в слабых магнитных полях [2]. Поэтому для понимания интересую-
щей нас зависимости большое значение имеет вычисление, проведенное
Румером [3] для свободного электронного газа*. Особый интерес пред-
ставляет, естественно, область сильных магнитных полей:

[іН » kT, Іо, (!)
где магнитная восприимчивость электронного газа зависит от магнитного
поля (при \хН < Іо и ц.Я С kT в основном приближении % не зависит
от Я) и может быть, благодаря этому, отделена от восприимчивости

решетки.
Однако именно в области сильных магнитных полей рассмотрение

Румера не дает понимания ситуации в общем случае. Для того чтобы пока-
зать это, обратимся к простейшему случаю закона дисперсии е = /? 2 /2/п ѵ

(е — энергия, р — импульс), где эффективная масса гп не совпадает
с массой іщ свободного электрона. Тогда уровни энергии имеют вид

'^ЩЦп + ^Н±Щ (2)

* Весьма интересно также вычисление магнитной восприимчивости для полупровод-
ников с петлей экстремумов в перпендикулярном петле магнитном поле, проведенное на
основании точных правил квантования [7].
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(последний член в этом уравнении связан со спиновым парамагнетизмом),
так что энергия основного состояния равна

еНН I 1 1 \ 1 , , „

е™п = -Jc- [гіГ-щ] ~ 2 ^ - ^ Я;

где 2 — направление магнитного поля.

В магнитных полях (1), когда расстояние между уровнями является

наибольшим энергетическим расстоянием, все электроны скапливаются

вблизи е тіп . Из выражения для етіп очевидно, что случаи, когда т х = т 0 ,

является особым; только в этом случае при любом значении Н, е тіп = О,

тогда как при т х ф т 0 , \ e min | -> со при Н -> со. В результате, в общем
случае, естественно, ожидать существенно иной, чем приводится в работе
[3] зависимости.

Выяснению вида этой зависимости и посвящена настоящая статья.

Магнитная восприимчивость при изотропном

квадратичном законе дисперсии

Для нахождения полного магнитного момента

как известно, достаточно знать свободную энергию системы (см. [4])

F = N1 + Й;

1-е"!

а,-^\ ЫР ,

п=0

In VI + в *' /+.1пЛ1+еЬТ , і„ 1 і „ кТ
(4)

о

Ге± определяется по формуле (2), входящие в выражение (4) F, N и Q

определены на единицу объема].
Химический потенциал £ находится из условия постоянства числа

частиц:

Поскольку [хЯ > £ 0 , сделаем основное допущение, что (с экспоненциаль-

ной по [iH/kT точностью) все электроны сосредоточены вблизи уровня

п = 0 — это ясно физически и легко проверяется верификацией. При

этом задача становится одномерной е 0 = —— + -?г (I х — М-о) Н и > по~

лагая

р 2 = У 2m x kTx; а ± —
кТ

(6)
_з

2 ___ . л NkT

3 \ІН VkT ' Уи
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получим уравнение для определения а и Q:

00

1
о

dX ' ' +-^— =Y.л:— а , , ' х— а
еѴх /-% + 1

Q = -АН \у=х [1п(1 + е^*>+ 1п(1 + еа-^)]. (8)
о

Определим прежде всего восприимчивость системы частиц с массами

т*, гораздо меньшими, чем масса свободного электрона т 0 , т. е. рассмотрим
случай (д. > [х 0 . Уравнение (7) можно решить для двух предельных слу-

чаев:

1) Y> 1 (т. е. I С \іН < l 0 y-£f- . так что во всяком случае £„>

> kT. При этом а + > 1, а + /-^- € 1 (это проверяется верификацией
цЯ цЯ

после определения \ и а + ), так что -|^ — а+я»-^ и опущенные в вы-

ражении (5) члены следующего порядка малости по \iH/kT (члены с я =f 0)
экспоненциально малы. Таким образом, действительно существенны лишь
электроны, расположенные на основном энергетическом уровне я = 0.

При а+ > 1 у может в принципе иметь любое значение. Если а_ > 1,
то

о

Для того чтобы выполнялось неравенство <х_ > 1, необходимо, чтобы

(что возможно лишь при jx > ^о)- Используя выражения (8) и (9), найдем
термодинамический потенциал

и затем магнитный момент

Если же а_ < 1, второй член в уравнении (7) можно отбросить. Тогда
у = 2"|/а + . Требование а_ <1 выполняется при условии
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В этом случае химический и термодинамический потенциалы определяются

как

^^н+ ^-.А,

, (13)
Q, = — 4"АНаІ = ----- L NkT у 2 .

Поэтому для магнитного момента имеем

2) В другом предельном случае у « 1 (т. е. в энергетическом интер-

вале [хЯ > £„ 1/ хЫ необходимо, каквидно'из равенства (7), чтобы — а ± >

> 1 и тогда вблизи уровня п = О электронный газ подчиняется больц-

мановской статистике т. е. ------- %е~* . При этом
е х -!- 1

ѵ * М ( е ~ х+а+ f е ~ х+а -) - у* (е " + + е "->

| = Ж_^іп2І^сЬ>° Я
(15)

2 ' ѵ 2/гГ

Отсюда

£2 = — ЛЯу = — NkT; ■ F = Nl — NkT,

M = ±N»(l-lg—fth*g-). (16)

В случае, когда \х ?» |л 0 , расчет совершенно аналогичен, только нера-

венство (10) и, следовательно, зависимость (11) для магнитного момента

перестают выполняться.

Так как \іН > І 0 , kT и \i > jx 0 , то фактически во всех исследуемых

областях полей наблюдается одна и та же зависимость М (Я) (ниже при-

ведено также известное выражение для М в слабом поле):

М= -4(H-h,)> Ы*>тах(Б 0 , АГ)], (17)

V. /, „ 1*0
м = - з (е„ + ал ^ ' _ 3 T^j Я ' [цЯ с тах (І0 ' АТ)3 ' (17а)

Итак, магнитный момент зависит от магнитного поля следующим

образом. Если при отсутствии магнитного поля электронный газ является

невырожденным £о <С kT, то абсолютная величина магнитного момента

сначала, при [іН < kT, согласно выражению (17а) линейно растет с полем,

причем, когда т* <^= наблюдается диамагнетизм, а при т* >

парамагнетизм. Затем, при \хН > &Г магнитный момент, согласно выра-

жению (17), стремится к насыщению, соответствующему диамагнетизму

при т* <Ст0 и парамагнетизму при т* >• т 0 .

В промежуточной области полей \хН ^« kT возможно наличие экстре-

мумов. В частности, если т 0 >• т* >• т 0 ]/3 обязательно имеется по
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крайней мере один максимум [так как должен произойти переход от расту-
щего парамагнитного момента (17а) к растущему по модулю диамагнит-
ному моменту (16) ]. При этом зависимость момента от температуры в основ-

ном приближений отсутствует, а в следующе м п риближении в предельно

сильных полях \і 0Н > kT, \хН > I; £ 0 ]/-|^, kT носит согласно

выражению (16) универсальный характер и изотропна.
Если при отсутствии магнитного поля электронный газ является

вырожденным и 1 0 > kT, то в областях полей цН > 2it 2 kT и \уН > £ 0

все происходит так же, как описано выше, а в области полей 2n 2 kT <
< |хЯ < | в имеет место де Хааза-ван Альфеновские осцилляции магнит-

ной восприимчивости [2].
Любопытно, что насыщение магнитного момента в сильных полях

происходит так,' как если бы каждый электрон обладал собственным

магнитным моментом -у (|х 0 — М-)-

Из формулы (17) очевидно, что случай, описываемый Румером ([х =

= jx 0 ), когда выражение (17) дает М = 0, является особым. Тогда при-

ходится пользоваться полными формулами (14) и (15), согласно которым:

M =4f-0F-' І<Ѵій<*Ѵ1Г* l ^ kT - (18)
М=^-; ЦЯ»| 0 ; ")/][Н„; ' kT. (18а)

Таким образом, очевидно существенное различие зависимостей М (ТН)
в случаях т* = т 0 [формулы (18а), (186)] и т* ф т 0 [формула (17)].

Выясним теперь, насколько выполнимо условие [хЯ > £ 0 и тем самым
границы применимости полученных формул. В хороших металлах £ 0 «*

^\\0 4 )°, для основных электронных групп т ^ т 0 ^ 10~ 27 г и требуе-
мое неравенство соответствует Я > 109 э. Для уменьшения Я желательны
малые значения 1 0 (т - е - малые плотности электронов проводимости)
и малые электронные массы т. Следовательно, нужно обратиться к полу-
проводникам и полуметаллам, для которых [хЯ > £ 0 отнюдь не соответ-
ствует недостижимым в настоящее время полям. Так, для Ві£ 0 ^=> ЮО К,
т. е. Я <=« 104 э. Однако к металлам типа Ві с существенно неквадратич-
ным законом дисперсии [6] данный расчет непосредственно не применим;
следует пользоваться результатами, приведенными ниже (стр. 77). Кроме
того, оценка (1) может, по-видимому, выполняться для хороших металлов
в реально достижимых магнитных полях для аномально малых зон.

Анизотропный квадратичный закон дисперсии

Обратимся к случаю произвольного закона дисперсии. Как уже
отмечалось, в сильных магнитных полях (\х.Н > £„) для нахождения ма-
гнитной восприимчивости требуется выяснение правил квантования для
первых уровней Ландау. Во всех реальных магнитных полях расстоя-
ние между уровнями по сравнению с шириной зоны проводимости Де
мало, так что даже [хЯ > | 0 соответствует почти пустой или почти полной
зоне, и закон дисперсии можно считать квадратичным. При этом кванто-
вание имеет вид:

S(sp z)^(n + ±)^; д = 0, 1, 2. (19)

(5 — площадь сечения изоэнергетической поверхности с плоскостью
p z = const). Правило квантования (19) может быть строго выведено
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с помощью оператора Гамильтона в магнитном поле без учета перехода

между зонами [5] [формула (6. 20)]. Эта формула приближенно справед-

лива при любых значениях р, однако она отнюдь не является точной;
точный квантовый оператор Шредингера нельзя получить на основании

классического закона дисперсии. Так, отличающиеся друг от друга опе-

раторы^ cos (р х ах ) cos (р уау ) + cos (р уау ) cos (р хах ) и cos (р хах + р уау ) +

+ cos (р хах — РуО-у) удовлетворяют всем общим требованиям, учитывав-

шимся в работе [5].
Для областей, далеких от классической орбиты / и /// (см. рисунок),

можно найти обычное квазиклассическое решение. В узкой области //

(\іН < As), учитывая малость р у , разложим s по р у , перейдем к Фурье-
представлению и, учитывая малость р х (р х и р у с точностью до постоянного

множителя — канонически сопря-

\РХ женные операторы), произведем за-

тем разложение по р х . При этом при-

ходим к той же формуле, которая

I получилась бы при замене р х и р у

і\л

I

соответствующими операторами в

^ разложении s (р хр у ) при малых зна-

Ру чениях р х и р у , т. е. к квадратичной
форме. Решая получающееся урав-

нение гармонического осциллятора

и сшивая найденное решение с реше-

ниями в областях / и ///, получаем

„ „ формулу (19).
Сечение изоэнергетическои поверхности *« ,і ^

плоскостью р 2 = const. Мы не будем подробнее оста-
навливаться на случае произволь-

ной квадратичной дисперсии. Вид зависимости % (Я) в этом случае опре-

деляется общей формулой (20) с учетом правил квантования (19). Заме-
тим лишь, что так как с изменением направления поля изменяется значе-

ние эффективной массы, то могут меняться знаки используемых нера-

венств и, тем самым, изменяться характер зависимости % (Я).
Разумеется, разложение в виде квадратичной формы и формула (19)

справедливы только при отсутствии вырождения (связанного с высокой
симметрией) или при наличии какого-либо дополнительного параметра

размерности энергии, сравнимого с £ 0 или меньшего | 0 . Так хотя для

Ві £ 0 ^* 100°, его Ферми-поверхность не является эллипсоидом и вос-

приимчивость имеет более сложную зависимость от магнитного поля.

Случай произвольной дисперсии

Получим теперь формулу для магнитного момента в случае, когда

закон дисперсии при Я = 0 для малых значений р не сводится к квадра-

тичному [6, 7]. Мы интересуемся настолько сильными полями, что рас-

стояние между уровнями и энергия основного состояния (связанные как
с диамагнетизмом, так и с парамагнетизмом электронов) велики по сравне-

нию с kT и § 0 (но, разумеется, Я <^ —г , где а — период решетки).

Такие поля достижимы в настоящее время для полупроводников

и металлов типа Bi, As, Sb. Провести квантование в таких полях в общем
случае, естественно, не представляется возможным. Однако рассуждения,

аналогичные проведенным для \х,Н > _| 0 , £о 1/ "vk"> ^Т, показывают, что
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восприимчивость определяется только основным состоянием и приводят
к следующему результату:

M = -^ + W^lnv 0 , (20)

ГДе N — плотность электронов, е 0 (Я) и ѵ (Я) — соответственно энергия
и плотность состояний для основного состояния, т. е. абсолютно самого
низкого по всем квантовым числам уровня. Можно показать, что, как

и ранее (см. стр. 72) основное приближение М = — N -^- справедливо

уже при \іН > l 0 , kT. При известном квантовании, проведенном, напри-
мер, для металлов типа висмута [6] и для полупроводников с петлей
экстремумов [7], формула (20) позволяет определить магнитную восприим-

чивость.
Так, для квадратичной дисперсии из формул (19) и (20)

М^-^А^-Ы + ^- ( 21 >

При неизвестном квантовании (20) дает возможность по эксперименталь-
ным данным найти зависимость от магнитного поля для е 0 (Я) в сильных
полях по основному члену восприимчивости, и ѵ 0 (Я) — в предельно
сильных магнитных полях по слабой температурной зависимости.

Выводы

1. В сильных магнитных полях {\лН > | 0 , kT) магнитный момент
в основном приближении не зависит от температуры и определяется
только зависимостью от магнитного поля энергии основного состояния:

УИ = -УѴ^-. (22)

Подобные поля могут быть, по-видимому, достижимы для плохих метал-
лов (типа Ві), полупроводников и для аномально малых зон в хороших

металлах.
2. В предельно сильных магнитных полях (вид оценки зависит от

характера квантования при данном законе дисперсии) магнитный момент
имеет малую добавку, линейно зависящую от температуры^; коэффициент
пропорциональности определяется плотностью состояний в основном

СОСТОЯНИИ ( Nk-gjj- In v 0 J.

3. При квадратичном законе дисперсии -щ- = -у- (,[*■ |*оЬ

-^з-іп ѵ 0 = -jr и магнитный момент стремится к насыщению, соответст-

вующему диамагнетизму при тп* <т 0 и парамагнетизму при т* > т^.
4. При изотропном квадратичном законе дисперсии могут быть най-

дены малые добавки к основной формуле (17), которые имеют разный
вид в различных областях интервала полей \іН > £ 0 , kT [в слабых полях
\іН < max (l 0 , kT) справедлива хорошо известная формула (17а)] и опи-
сываются следующими формулами:

1) £ 0 > kT (при Я = 0 газ вырожден), ц > \і 0 .

2

a) kT<t 0 (^Y;

при Я €.— (-br) 2 , ^-(-М 3 справедлива формула (11);



1

П Р И ^(^) 3 < Я «1Г(ТГ) 2 -Формула (14),
і

при tf»-|L(Jlf) 2 -формула (16);

_2_

б) £7>Ц^) 3 ;

j_

при Н<^,А(-^Л справедлива формула (14);

j_

при Я»-^(^) 2 -формула (16).

2) £ 0 <^ kT (газ при отсутствии магнитного поля не вырожден) —

при \хН > £ 0 всегда справедливо выражение (16).
5. Особым случаем является изученный Румером [3] случай, когда

для свободного электронного газа \и — |х 0 . При этом магнитный момент

стремится к нулю согласно формулам Румера (18а), (186).
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Ю. Ф. ВЕРХОВЫХ

УДК 548.0 : 53!Г

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

В КРИСТАЛЛАХ ПРИ НАЛИЧИИ МАГНИТОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО

ЭФФЕКТА

Получено дисперсионное уравнение для плоских монохроматических волн
в одноосных кристаллах при наличии магнитоэлектрического эффекта и исследуется
характер распространения волн в таких системах.

Известно, что некоторые кристаллы обладают так называемым магни-

тоэлектрическим эффектом, который заключается в том, что при воздей-
ствии на кристалл магнитным полем И или электрическим Е в нем возни-

кает пропорциональный полю электрический или магнитный момент [1].
Термодинамический потенциал такого кристалла должен содержать член

вида a ik EiH k . Этот член должен быть инвариантным относительно как
пространственной инверсии (преобразование /), так и инверсии времени

(преобразование R). При этом Е не меняется, а Н меняет знак как при /,
так и при R. Следовательно, множитель a !k должен быть псевдотензором,

меняющим знак при преобразовании R. Наличие a ik и его свойства свя-

заны с магнитной симметрией кристалла. Из этого следует, что магнито-

электрическим эффектом могут обладать только кристаллы с магнитной
структурой, т. е. ферро- и антиферромагнетики.

Очевидно, что ни /, ни R не должны сами по себе быть элементами

группы магнитной симметрии таких кристаллов; они могут входить в эту

группу лишь в сочетании с другими элементами или в виде элемента IR.
При наличии магнитоэлектрического эффекта термодинамический

потенциал Ф имеет вид [1]:

где ilk и \іц, — соответственно тензоры диэлектрической и магнитной про-

ницаемости.

Из определений электрической D и магнитной В индукций Д- =

.ЭФ D .. дФ
= — 4к-т=-; Ві = — 4я -J7T- имеем:

Ос, і Oil і

Д- = г ік Е к + a ikH k ; 5,- = \iikHk + a klEk . (2)

Уравнения Максвелла для плоской монохроматической волны

— [nff] = D, [пЕ] = В (3)

при наличии магнитоэлектрического эффекта, будут:

ешПкЕі = V-LkHk -т- аиЕ ѵ (4)
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где вектор п связан с волновым вектором к соотношением к = — я,

еш — полностью антисимметричный единичный тензор третьего ранга.
Вначале рассмотрим случай симметричного тензора a ik (об антисим-

метричной части аи будет сказано особо).
Если из первого уравнения системы (4) определить Е,-

Ej = — &Y^e lkln kHt — €jiaitHi

(гт. 1 — компоненты тензора, обратного в/Л, и подставить во второе урав-

нение, то получим однородную систему уравнений для компонент век-

тора Hf.

{еш п к еТте тр}п р + еш п к гТта т і — аиъ^етк!пк + fi (/ — a u eTma ml) Hj = 0. (5)

Для существования нетривиального решения этой системы необхо-
димо, чтобы ее определитель был равен нулю:

I еш п к ъ7те тр!п р + еш п к еТта т /— аиеТ„\е тк1п к + у.ц — а иъТт аы | = 0. (6)

Уравнение (6) является дисперсионным уравнением общего вида для

электромагнитных волн в кристаллах с магнитоэлектрическим эффектом.
Полученные опытные значения аа- весьма малы. Так, для Сг 20 3 а я«

«* 10" 4 [3], а для Ті 20 3 а «* 1СГ 5 [4].
Квадратичный по а член в матрице определителя (6) при отсутствии

частотной дисперсии сводится к перенормировке тензора магнитной про-

ницаемости (х : Ці,- — au eYr!tamj = \і и-, но ввиду того, что этот эффект
мал, его можно не учитывать.

Анализировать уравнение (6) довольно сложно, и мы рассмотрим лишь

наиболее простые случаи.

Положим, что диэлектрическая проницаемость таких кристаллов

есть скаляр, т. е. г и = &Ьц, откуда еТ/ 1 = — Ь и . При этом уравнение (6)

принимает вид:

А = | ац | = |п 2 б [7 — щп } — е(Х*г/ + {аиеш — еік1аи ) п к \=0. (7)

Представим % в виде двух членов — независящего от а и линей-
ного по а:

где
а<.°.) = я 2 б . . — п -п . — six . .;
ч ч і і Г ч

а$ = (а ие1кі — еш аи ) п,, . (8)

Тогда определитель (7) можно представить в виде:

А =" 4re abt £ dfg a ad a bf acg = А (0) + А (,) + А (2) + А <3> , (9)

где

Д = -gj7 eabc ed fga ad abfa cg = \ п о,-/ — я,п ;- — щ а \

Ad) _ 1 р р, п І%< 0 ) п Ѵ>Л — -^ e abc a dfgCl ad a b f a cg

А — -g- e abc e df g a ad a b f a cg

А (3> = -^- еаь£ѵ&$ аЩоі = I (a t/e/w- — e,wa, y) n J . ( 1 0)
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Д(0) = о — обычное дисперсионное уравнение, не учитывающее магнито-

электрический эффект; члены А' 1 ', Д< 2 >, А'3) являются малыми добавками
к нему соответственно первой, второй и третьей степени по а.

В кристаллах кубической системы аи- является псевдоскаляром и,

так как аФ становится равным нулю, магнитоэлектрический эффект

не влияет на распространение электромагнитных волн.

Рассмотрим одноосные кристаллы. Например, обладающий магнито-

электрическим эффектом одноосный кристалл Сга03 имеет точечную группу

магнитной симметрии 3/я, которая допускает существование только сим-

метричного псевдотензора а ік [1]. Экспериментально магнитоэлектриче-

ский эффект в кристалле Сг 20 3 был обнаружен Астровым [3].
Из теории симметрии и магнитной симметрии кристаллов [2] следует,

что в одноосных кристаллах все тензоры второго ранга одновременно

диагонализируются и в главных осях

имеют вид:

Г,
7,

где ось симметрии кристалла направлена

по оси Z.
Вычисления показывают, что А(1) =

= Д(3) — о, и дисперсионное уравнение (7)
имеет вид:

*(й гГ в 1*х)[( я д

■|iji 0 e] + (n*- «ЯК-
-aj = 0.

8^)(а І|-
(П)

ч

1 к
1 1 I 1 "*

V и

Сечение поверхности волновых
векторов плоскостью п у = 0.Полученное уравнение является

уравнением поверхности волновых век-

торов, которая как и при отсутствии магнитоэлектрического эффекта
есть поверхность вращения с осью вдоль оси кристалла. Положив пу

(или п х) равным нулю, получаем уравнение кривой в осевом сечении

(см. рисунок)

Е (П 2 4- П 2 —

+ п 2

гц

еіх ± ) (<z ,-ах)'=0.

О
(12)

Если при отсутствии магнитоэлектрического эффекта (а = 0) поверх-

ностью волновых векторов являются сфера и эллипсоид вращения, сопри-

касающиеся в точках на оси z [2], то при наличии магнитоэлектрического

эффекта (a ф 0) сфера и эллипсоид искажаются, причем точки касания

остаются на прежнем месте.

Для определения типа поляризации волн необходимо решить урав-

нение (11) относительно п, задав предварительно направление вектора га,

и подставить результат в уравнения Максвелла (4). Так как все коэффи-
циенты в этих уравнениях действительны (при действительных аи- и при

отсутствии внешних полей), то все проекции напряженностей (и индукций)
будут изменяться в одинаковой фазе. Это означает, что все волны будут
плоскополяризованы.

Из несферичности поверхности волновых векторов следует, что для

всех волн направления волновых векторов га и лучевых векторов s не сов-

падают (направление s является нормалью к поверхности волновых век-

торов в точке с заданным направлением га [2]). Таким образом, все волны

6 Заказ 633 81



оказываются необыкновенными. Исключения составляют волны с векто-

ром п, направленным по главной оси кристалла или лежащим в пло-

скости 2 = 0.
Рассмотрим случай наличия в магнитоэлектрическом тензоре анти-

симметричной части, которую обозначим через р\ч , (симметричную часть

будем по-прежнему обозначать а ік ). Тогда антисимметричную часть магни-

тоэлектрического тензора $ ік можно представить в виде $ 1к = elkl $ h
где р, — компоненты вектора, дуального тензору $ ік . Заменив в уравне-

ниях (4) а ік на а ік + eik$ h получим уравнения Максвелла для этого

случая:

«да Oh — §k) H i = — e ik E k — Щ кЩ ,

?ш (п к — Pa) е і :r- Vih Hk + аыЕ к ■

Из этого видно, что учет антисимметричной части магнитоэлектрического
тензора сводится к замене волнового вектора п на п — р. Это, в свою оче-

редь, приводит к сдвигу поверхности волновых векторов на величину р
относительно ее положения при (3 = 0.

Одноосные кристаллы могут иметь лишь одну, не равную нулю,

компоненту вектора р, а именно Р 2 . В этом случае поверхность будет
сдвинута вдоль оси z на величину р г . Это относится, например ,_к кристаллу

МпТЮз, точечная группа магнитной симметрии которого 3 допускает

наличие магнитоэлектрического тензора следующего вида [5]:

" 'я± р "
-Р а±

II _

Таким образом, наличие магнитоэлектрического эффекта в одноосных

кристаллах приводит к малым искажениям поверхности волновых векто-

ров. При этом из-за искажения сферической части поверхности обыкно-
венная волна превращается в необыкновенную. Наличие в магнитоэлектри-

ческом тензоре антисимметричной части приводит к сдвигу поверхности

волновых векторов, т. е. к исчезновению ее центра симметрии. При этом

волны одинаковой частоты, но распространяющиеся в противоположных

направлениях, будут иметь различные значения волновых векторов.

Магнитоэлектрический эффект оставляет поляризацию волн плоской.
Автор выражает глубокую благодарность В. И. Пустовойту за поста-

новку задачи и внимание к работе.
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М. Ш. ГИТЕРМАН

УДК Б 36.63

ТЕПЛОЕМКОСТЬ ВЕЩЕСТВА ВБЛИЗИ

КРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА

Наличие экстремумов теплоемкости при постоянном объеме Су в закритической
области объясняется в предположении об особенности С ѵ в критической точке. Обсу-
ждается поведение скачка теплоемкости на кривой сосуществования. Анализируется
поведение Ср в закритической области. Все эти исследования позволяют определить
параметры уравнения состояния вещества вблизи критической точки.

1. Экспериментально обнаружено, что в надкритической области
жидкости и газа имеются максимумы ряда термодинамических величин:

(gf) как функции от температуры, С Р (Т), С ѵ (Т) и др. Анализируя

большое число экспериментальных данных, автор работы [1] построил

в Р — Г-диаграмме геометрические места точек, определяющих максимумы
указанных величин. Координаты точек являются корнями соответствую-

щих уравнений:

[у-Цж)А т -^ (m=°; (Ш.г*

Вопрос о природе 1 этих максимумов обсуждался в двух аспектах.
Предпринимались попытки рассматривать кривые, соответствующие

соотношениям (1), как линии фазовых переходов. Например, в работе [2]
рассматривается ряд третьих производных от термодинамического потен-
циала, содержащихся в уравнениях (1), и указанные явления отождеств-

ляются с фазовыми переходами третьего рода.
Вся концепция фазовых переходов в надкритической области не вы-

держивает никакой критики. В частности, достаточно указать на то, что

кривые, являющиеся геометрическими местами различных величин

в уравнениях (1), не совпадают друг с другом, и особенно на то, что обра-
щение в нуль производных от термодинамического потенциала не является
особенностью (по общепринятой терминологии [3] фазовые переходы
определяются скачками соответствующих производных).

Другая концепция [4, 5] заключается в том, что максимумы рассма-

триваются как «геометрическая необходимость»-, вызванная переходом
от условий в критической точке к плавному изменению вдали от нее [1 ]..

Эти соображения представляются понятными для величин С Р и (~gf-) і

обращающихся в критической точке в бесконечность, что должно обусло-
вить возникновение максимумов, определяемых первыми тремя равен-
ствами в системе (1). Соответствующий количественный расчет проведен
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в работе [5] на основе существующей феноменологической теории крити-

ческой точки [6 ] .

Такое рассмотрение, однако, оставляет в стороне наличие макси-
мумов, связанных с последними двумя равенствами в системе (1), так как,
согласно теории [6], С ѵ остается конечным в критической точке. Есте-
ственно, возникает альтернатива — либо следует отказаться от «геометри-
ческого объяснения» соотношений (1), либо считать конечность С ѵ в крити-
ческой точке противоречием теории с экспериментом, требующим для еди-
ного объяснения уравнений (1) особенности С ѵ в критической точке.

2. Последовательное рассмотрение вопроса о «геометрических особен-
ностях» термодинамических величин в надкритической области возможно
в связи с проводимыми в последнее время измерениями теплоемкости С ѵ

аргона в непосредственной близости от критической точки. Такие изме-
рения показали [7], что теплоемкость при постоянном объеме С ѵ стре-
мится к бесконечности по логарифмическому закону при объеме, равном
критическому, и приближении со стороны гомогенной фазы температуры

к критической: С ѵ «г In | Т — Т,.\.
Этот факт имеет принципиальное значение для теории критической

точки, так как указывает на наличие особенности термодинамического
потенциала (в переменных V, Т), не учитываемой в обычной теории [6].

В работе [8 ] выяснено, к каким термодинамическим следствиям при-
водит эта особенность и как должна быть видоизменена обычная теория^.

Оказалось, что общее выражение для теплоемкости вблизи критической
точки имеет вид:

с^-«,„{[^ +Р (^)Т+^(^)Ѵ с >.. и

где С Ѵа — регулярная часть теплоемкости, а уравнение состояния веще-
ства может быть записано следующим образом:

Р - Р к = С(Т -Т,,) + С г (Т -T,f-A(T - T k )(V -~V k )-~(V -Ѵ,)*-

т-тк v-vk ,ю +Л) ( У-У к у

(3)

Переходя в уравнениях (2) и (3) к безразмерным координатам

t = l^L±, ѵ = ^-, Р=^А имеем:
Тк ѵ.к. : , p k

C v = -a In (f2 + 2p7t> 2 + би 4 ) + C Vo ; (4)
ktv + gv s

p = ct + cxt -аіѵ- т ѵ л - ? B , , (5)

где безразмерные константы связаны с критическими параметрами и коэф-
фициентами, приведенными в уравнении (3):

AT k V k . Щ, CT k _

а ^ ----- W. ---- . ° — ~d7"' с — ~рГ' с іPk ' Pk' Pk' X ' Pk '

a=^§£; 6 = P 2 + y 2 ; g-f- (6)
Заметим, что соотношения (4) и (5) представляют собой разложения

в степенные ряды, которые сходятся при t, v, р < 1.
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Безразмерные константы (6) для веществ одного класса, по-видимому,

близки.
Из экспериментов по измерению теплоемкости С ѵ аргона вблизи

критической точки и скачков теплоемкости при расслоении фаз следует,

что для аргона а = 2 кал/град -моль; (3 я^ у % 0,1.
Уравнение состояния (3) полностью характеризует поведение термо-

динамических величин вблизи критической точки. Поэтому из этого урав-
нения как экстремумы соответствующих величин должны получаться

и указанные выше максимумы.
3. Исследуем зависимость теплоемкости С ѵ от Т и V.
Экстремумы С ѵ в функции от объема при постоянной температуре

определяются из условия ( ^- ) t = — 4а f2 + ^*+№ = 0> Исследование

знака ( -^§г) показывает, что ѵ = 0, т. е. V = Vk (продолжение кри-

тической изохоры в надкритическую область) определяет вид уравне-
ния линии максимумов С ѵ (ѵ) в надкритической области *.

В точке максимума

C v (V A) = -aln(^) 2+Cl/o (l/ ft> (7)

В докритической области (Т < Т кр ) С ѵ (V) имеет минимум при

ѵ = 0 и два максимума при ѵ = ± у — -^t.

Перейдем к изучению зависимости C v (t) при ѵ = const.

Экстремумы определяются из условия \~Qf) v = — га t* + 2Ш г -\- 6ѵ* ~

Таким образом, в надкритической области нет максимумов С ѵ (t).
Уравнение линии максимумов (при Т < f k ) имеет вид:

Г-Г, = -Р^|(1/-Ѵ,) 2 . (8)

Значение С ѵ в точке максимума

С,(Лтах = -«1п(^-і)(^) 2 + С, о , (9)

Кривая, построенная по уравнению (8), не совпадает с кривой сосу-
ществования жидкости и газа. Относительное положение этих кривых
определяется соотношениями параметров вещества. Таким образом,
максимумы теплоемкости не совпадают (по температуре) со скачком тепло-
емкости, который имеет место при переходе через кривую сосущество-

вания.
4. Для исследования двухфазной системы используем, прежде всего,

условия фазового равновесия — равенства химических потенциалов,
давлений и температур сосуществующих фаз.

Расчет, аналогичный выполненному в работе [6], приводит к следую-

щему уравнению кривой сосуществования:

{T-T kf ■ r k ^ s \ v k J___________ no)

* Разумеется, при учете следующих членов разложения в выражении (4), уравне-
ние линии максимумов Су (V) перестает совпадать с продолжением критической изохоры.
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Энергия Е системы, описываемой уравнением состояния (5), имеет

вид:

t + p-J 2

где f (t) — функция температуры, вид которой для нас несущественен.
При получении равенства (11) учтены, кроме использованных в фор-

муле (5), также следующие члены разложения (5): dtv 2 , d x tv 3 и d 2 Pv,
которые определяют скачок теплоемкости.

Теплоемкость двухфазной системы определяется ее энергией, которая,

если пренебречь поверхностной энергией, выражается с помощью ра-

венства (11) и концентрации фаз [9].
Приведем результат расчета теплоемкости гетерогенной системы Сѵ гет

на кривой сосуществования:

С Ѵгет =С Ѵгом + АС ѵ ; AC, =^[fl -¥Hdl -fM+* ^
(12)

где X — параметр кривой сосуществования: К = — ѵ y-^-j > а Ф (^)

появляется вследствие наличия в выражении (11) двух последних слага-

емых и приводит к появлению относительного максимума на кривой А.СѴ

от ѵ при ѵ = укР . Явный вид ф (X) здесь для краткости не приводится.
Эксперименты по измерению скачка теплоемкости (12) при переходе

через кривую сосуществования позволяют выделить одну из трех воз-

можностей:
1) кривая сосуществования (10) является параболой второй степени,

т. е. уравнение состояния имеет вид уравнения (5). В этом случае d =

= d x = d 2 = 0 и скачок теплоемкости вообще не зависит от объема;
2) кривая сосуществования (в переменных Т, V) не симметрична

относительно критической точки, т. е. в уравнении состояния (5) также

существенны слагаемые более высокого порядка малости, самым низким

из которых является dtv 2 , при этом скачок теплоемкости линейно зависит

от объема;
3) кривая сосуществования симметрична относительно критической

точки, а скачок теплоемкости зависит от объема. Это означало бы, что

( р 2 \ = d в критической точке становится равным нулю и в раз-

ложении (5) необходимо учесть нечетные по ѵ слагаемые более высокого

порядка малости d-^tv 3 и d 2 t2 v. При этом скачок теплоемкости квадрати-

чен по ѵ, т. е. при критическом объеме он имеет максимум.
5. Теплоемкость при постоянном давлении С Р определяем из термо-

динамического равенства

Соответствующие производные могут быть легко найдены из выра-

жения (5):

(%)=с + Ы-(а + № (£)=_(a + X )*-fc>»;

(ди_\ = с + 2с^— (a + ty)v /, 4 ч

\ dt )р {а + х) t + bv* у '
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где і|) и % — функции переменной — = у

, _ fey* + 4pfty» + 5Pgy 2 + 2agy _ ky* + (3g-2?>k)y*-$gy 0--g6y ,.-

При исследовании экстремумов С я главную роль играет второе сла-
гаемое в формуле (13), при приближении к критической точке идущее

в бесконечность вдоль кривых ѵ = 0 или v^Vt, как —, в то время

как С ѵ «и In if.
Уравнение линии максимумов С Р в функции от Р при t = пост,

имеет вид:

РА

2 (а + хИа-ИМ •

Р-Р^с^іТ-Т,)

+ Сі + (а + А) ' (Г -Г,) 2 . (16)

\ ѵ дѵ J

Значение С р (Р) в точке максимума

Рассмотрим теперь С Р (0 при Р = пост. Уравнение линии макси-
мумов С Р в функции от £ при Р = пост, имеет следующий вид:

PkP-P k = c^(T-T k )-

<Ч + (Д + Й)ІІ° + *Н Д + *> + <' +

feti*)
(T-T k f. (18)

Значение C P (Г) в точке максимума совпадает с С Р (Р), определяемой
формулой (17) с точностью до выписанных в нее членов.

Заметим, что при сравнении выражений (16) — (18) с эксперименталь-
ными данными можно считать -ф = % *=* k, если при стремлении к крити-

ческой точке —2-^оо и фя»х«=*0, если при этом —%- -*■ 0. Так что

в первом случае

с р( т) гаах ^с Р (Р) та^4^^^- а1п ^(-т)2 - < 19)
Во втором случае в выражении (19) следует положить k = 0.
Сравнение выражений (3), (16) и (18) показывает, что в первом по

—^— ^- приближении геометрические места максимумов С Р (Р) и С р (Г)

совпадают и лежат на продолжении критической изохоры в надкрити-
ческую область. Небольшое различие появляется лишь в следующем

приближении.
6. Наличие максимумов теплоемкостей вблизи критической точки

и скачков АСѴ при расслоении фаз делает калориметрические измерения
удобным средством изучения поведения веществ в этой области.

Для этой цели в первую очередь необходимо проверить вид уравнения
состояния (3) и найти входящие в него константы. Измерения С^ (поло-
жение и значение максимумов С ѵ в функции от V и Т), а также скачка АСѴ

удобны для определения констант а, р\ б, d, а аналогичные измерения С р —

для определения а, Ь, с, с ѵ
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Уравнение состояния (5) определяет свойства вещества вблизи кри-

тической точки, поэтому указанные константы будут существенны при

измерении и других физических величин, т. е. имеется много путей для

проверки настоящей теории.

Существующие экспериментальные данные по измерению теплоемко-

стей частично подтверждают полученные выше результаты, однако для

полного сравнения ' нужны специальные эксперименты, проведенные

в достаточной близости от критической точки, причем необходимо изме-

рять С ѵ и С Р на одном и том же веществе. Напомним, что проведенное рас-
Т — T k Ѵ — Ѵь Р ~Рь

смотрение справедливо для —^—-, —у—^> — -р— - меньших или по-

рядка единицы.

В заключение благодарю А. В. Воронеля за полезные обсуждения
затронутых выше вопросов.
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II. РАДИОФИЗИКА

Б. Е. КИНБЕР, А. Д. ГОНДРА

УДК 538.56 -> 621.371

ЛУЧЕВАЯ АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В КООРДИНАТАХ

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА

Исследованы коротковолновые лучевые асимптотики собственных функций
волнового уравнения в координатах параболического цилиндра.

Показано, что каустиками лучей этих решений являются параболы, параметр
которых определяется переменной разделения.

Сконструированы собственные решения, являющиеся аналогом собственных
функций

Я^Ѵ""; /42 V"<P и J n e ln v

в системе координат кругового цилиндра.

Как было показано в ряде работ [1], геометрооптическое описание
поля является достаточно удовлетворительным при условии, если введены
уточнения для поля в каустической и закаустической областях ._ В боль-
шинстве случаев для этого используют представления поля в этой области
через функции Эйри.

В настоящей работе рекомендуется другой метод геометрооптического
описания. Этот метод заключается в замене искомого лучевого поля
другим, достаточно близким к нему в окрестности произвольно выбранного
луча, для которого, однако, известна функция, являющаяся строгим реше-
нием волнового уравнения.

Естественно, что чем менее будут отличаться системы лучей, тем менее
будут различны соответствующие им поля.

В работе исследованы лучевые асимптотики собственных решений
в координатах параболического цилиндра. Каустиками этих полей яв-
ляются параболы, что дает возможность добиваться не только совпадения
кривизны каустик (в точке касания рассматриваемого луча), но и их
производных по длине дуги.

Описание поля через функции параболического цилиндра не вызывает
в настоящее время значительных трудностей, поскольку эти функции
достаточно хорошо исследованы: для них имеется ряд представлений в виде
ряда Тэйлора, представления интегрального вида, асимптотики и они
табулированы с достаточной степенью точности [2, 3].

Геометрические соотношения

Параболические координаты ц, I (рис. 1), связаны с декартовыми
координатами х, у следующими формулами:

х = тіі, — оо < | < +оо,

y=J!bi=, о<гі<Ч-°о. (i)
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В дальнейшем нам понадобится ряд геометрических величин и соот

ношений, которые удобно выписать заранее. Таішми величинами (рис. 2)
являются:

1) расстояние г от точки с координатами \, г\ до начала координат

r=S-±X, (2)

2) радиус кривизны q (£) параболы ц = т) 0 = const в точке \

<?(£) = Чо
(3)

3) координаты £$ точек касания к параболе прямых, проходящих

через точку |, т]

Р-?о

Рис. 1. К определению параболической
системы координат.

Ч = Ѵо
Рис. 2. Некоторые геометрические
соотношения в параболической си-

стеме координат.

где

л - ]/У —
2

тіо-

(4)

(5)

Обозначения точек касания выбраны здесь таким образом, что | 0 <£ <С Ео
4) длина дуги параболы от ее вершины (£ = 0) до точки £ 0

So

S(io)=fl/"T|? + £ 2 dE = -^ "9 10 ln ---- ~ -----
z 40

где

to -Ktf- Ло»

5) длина R^ упомянутых выше касательных

/?* = Ал тіі+ Іті)-

(6)

(7)

(8)
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Решение уравнения Гельмгольца

Уравнение Гельмгольца

AW + к 2л¥ = О

путем подстановки в него W = М (I) L (ц) приводится к системе

4І а
+ (а + k%°) М = О,

| + (_ Й + ^)І=0,

где а — константа разделения.
Ещё одна подстановка

О)

(10)

ті = r

' lA— 2/гг

переводит уравнения для M и L в уравнение Вебера

(11)

(12)

с одинаковым индексом р

ш

2ft
(13)

Известно [2], что функции Вебера D p (z), D p {—z), D_ p _i(iz),
D г (__t Z) являются решениями этого уравнения. Частное решение (9)
будет выражаться через парные произведения таких функций.

Ради краткости в обозначении этих функций будем писать в скобках
вместо всего аргумента только координатный множитель % или г\, а фазу
сомножителя при нем в единицах я/4 отмечать индексами, поставленными
вверху; фазу при этом выбираем в пределах от —я до +я. От нижнего
индекса оставим лишь знак перед его мнимой частью. Так

1 . ш

"Т + 2ft

D ^(^ g 1^—2^0 = Z)± 3 (1).
2ft

В этих обозначениях при вещественных £ и ц комплексное сопряжение
соответствует перемене знака одновременно в верхнем и нижнем индексах.

Из упомянутых частных решений (9) (их всего 16) только следующие
восемь асимптотически имеют вид расходящихся или сходящихся волн
(попарно сгруппированы комплексно-сопряженные решения):

Я+'(Е)Д- 01)

D+ l &)D± 3 (r\)

DF(t)D±*(4\)

D,+i

£)-3/t\ П+1

(I) #f (Ti)

a) dv ы)
D± l (І) D+ 1 Gn)
DZ3 (i)DT3 (Ti). (14)
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В этом можно легко, убедиться, рассматривая. асимптотику Ганкеля этих

функций [2 ]

р рщ~2 гУ& ( 15 >
Отсюда, например, сразу видно, что первое решение D+ 1 (|) DZ 1 (г|)
пропорционально:

■■ Щ г ,,, іьц*
е 2 -е 2 =е''^, (16)

т. е. представляет собой расходящуюся волну (при временном фак-
торе е~ ші )- Комплексно-сопряженным функциям, очевидно, соответ-

ствуют волны, распространяющиеся в противоположном направлении.

В левой полуплоскости \ становится отрицательным. Перечисленные
в выражениях (14) комбинации функций в введенных выше обозначениях
запишутся как:

z4 3 (-£)£=' (л); dz 3 (~%)dV(4)
DI 1 (-£)£=' (Л); D± l (-i)D$\4)

Df(-i)D+ 3 ft); DZ 3 (-t)D?(n)

D^(-$D% 3M, 0± 1 (~І)0Т*( Ц), (17)
так как, например,

Z)+ 1 (i)il<o = ^ 3 (|g[) = Df(-i).

Асимптотики Дебая функций Вебера

Для определения лучевой структуры выписанных решений рассмо-

трим асимптотики Дебая входящих в них функций Вебера. При х ]> О

г»-'/ \ 4 /~ ~^~ ~ \ ikx лГ~<— 2 , {Щ , х + ]/ х2 + ЩD - m ъ l/ 0 „л.2 , „2л ехР 1 - Н Ѣ - - In ---------------- +V 2» (*»+„§) 6ХР 1~ I/ *" + 45 + 3

D- W ~ і/ ^т^— I5S ех Р -Г к ^ - "|/ Н* 2-^
Цо ------- К~ ш_

По

-Jlln-/+-^ ------ J^j; (19)

■м-]/:.2.1 „2

D+ (A)7 2t (** + ng) exp h" V x + Ло + ~ ln ~ ^r

4 'Ш 2 ' 2 l 4 8 / "t

4 / =7 f ikx -. a^:— 2 іЫ , л' + V x2+ 4o ,

+ ^ln^ + ±i-^ + ^). (20)
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-1 г'^о, Х + Ѵ х2 - ц о
Ло + —о— ln ~^«-Fsp^rf 1^ ■По

г'^Ло ,_ feT lo , г7г1 1о ,' Я . , 3яйт 1о
ІП— —г- Ь"4"М

}/ 2ЦУ - По)
ІЙ.Ѵ і Г 2іи i / 2 г

expl -^- J/ л- — т)о

г /г ті^ /гт^ ifeT|g .я . 3л И

где

Ло=^- (22)

Асимптотики функций ©±-' (х), dX 1 (х), DZ 3 (х), £>+ 3 {х) получаются

соответственно из написанных выше асимптотик функций D+ (к), D- (х),
D+3 (х), D- 3 (х) путем комплексного сопряжения. Выписанные асимп-
тотики получены следующим образом. Формулы (18) и (19) заимствованы
из работы [4], а (20) и (21) получены с помощью соотношений обхода,
связывающих каждые три зависимые решения уравнения Вебера [2].
При этом входящая в эти соотношения гамма-функция представлялась

одночленной формулой Стерлинга, хотя возможно более точное пред-

ставление.
Первые две из выписанных асимптотик одночленны. Две последние

двучленны. При образовании асимптотик разбираемых решений (14)
или (17), т. е. при перемножении правых частей (18)— (22) получатся мно-
гочленные выражения. Каждый из входящих в них членов будет иметь
вид экспоненты с некоторым множителем. Впоследствии для каждого
члена этот множитель можно будет интерпретировать как амплитуду
луча, а экспоненту — как фазовый множитель, соответствующий этому
лучу. Таким образом, каждому члену будет соответствовать свой луч
(по амплитуде и направлению распространения). Причина же наличия
нескольких конгруенций лучей, представляющих решения, заключается
в двучленности выписанных выше асимптотик.

Асимптотика D+ 1 (£) DZ 1 (т)) при I > 0

Асимптотику решения (9) рассмотрим наиболее подробно на примере

собственной функции D+ 1 (£) DZ 1 (г\). Как следует из выражения (18),
его асимптотика Дебая при положительных | имеет вид

ЩЧЮ^Чл)-(^^Гехр(і^ + ^І + ^ІіпШ). (23)

Градиент фазы этого выражения определяет волновой вектор волны

(и тем самым направление луча). Его проекции таковы:

1 х дц х
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k x = -^r\r[l + Щ,

k, Игл — £)=

(26)

(27)

Положительный знак проекций k^ и к ц указывает направление луча

(рис. 3).

Наклон касательной в точке ||Г, соответствующей точкам наблюде-
ния |, т], равен

tgф = — і°_ = — ё'П + 5*1 = "mi — 65 _ h_ (28)

Последнее равенство означает, что луч совпадает с касательной к пара-

боле г) = і]0 , т. е. последняя является каустикой рассматриваемой волны.

Алгебраические преобразования
позволяют выделить обычный в гео-

метрической оптике множитель
1

в амплитуде волны:
V kR

і

1

4£ 2 5 2 г| !

— (іЛ — ьи) 2
U\R-fi\t

Рис. 3. Компоненты волнового вектора
лучей для собственной функции

_2_

-[ — -ПовС^")] 3

Ak\R~y 4 \

4**(K~)42

4fe 2 (^-)2 [- 11o6 (0)]"

4

/2ед- Q(0)
(29)

Здесь последовательно использовались формулы (8), (5) и (3).
Фазу также можно преобразовать к очевидному, с точки зрения

геометрической оптики, виду

ф = klR' + S(£o)]. (30)

Для этого следует выполнять следующие тождественные преобразования
с R- и S (У:

R-
чо ѵ Ш И+Ш^ 1 (31),

^~ч ^К(^) 2 +^ , 1 2 , Г*УС№
5 (Jo ; = --------2----------1" т ^ 0 ln -----

ѵі

_ (іл — ё ч)(чё — £ч) , 1 „2 In _ІІ
2т1 2 "Г" 2 -П 0 ІП

■По

ч + (чі — ёчі
пі
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Чо 2 Л^
^іп^й і)

■46

= Т)Т] іі_л + йЙ-4Ѵ+і^пі±і
чй

(32)
Т) + Т)

В преобразованииR~ использовалась формула (5). Выражение для

S (£Z~) получено путемдополнительногоумножения (домножения)на щ
каждого сомножителяв первом члене с последующим использованием

формул (4) и (5). Преобразованиевыражения, стоящего под знаком лога-
рифма, заключалось в домноженииего числителяи знаменателяна %,

в примененииформулы (4) для щі^ и (5) — для преобразованиявыраже-
ния под корнем, а такжев перегруппировкечленов в числителеи домно-

жениичислителяи знаменателяна уг\ + тИ.
Суммируя правые и левые частиуравнений(31) и (32) убеждаемся,

что формулы (23) и (30) тождественны. Таким образом, при | > 0

искомую асимптотикуфункцииDZ1 (£)DZ1 (п)можно представитьв физи-
чески простомвиде

D+ l ft)DZ [ (ц) ■
С (So.

V~2kR- Q (°)
,ik (S+ R ) (33)

Множитель — y-~- указывает на то, что амплитудабольше у лучей,

оторвавшихся от участковкаустикис малойкривизной. Это соответствует
росту плотностилучей вблизи таких участков.

АсимптотикаD + ' ft) £>-' (л) П Р И I < °

Если точка наблюдения находится в левой полуплоскости(| •< 0),

то сомножительD+ 1 (|), как указывалось выше, переходитв D+ (— Е),
и асимптотикарассматриваемогорешения получаетсядвучленной

і

D+ 1 (|)DZ1 (г,) |6<0 = DV{-I)DZ 1 (и)■
1

+

х

і

2 "Т" 2 Ш

4ft»p Т) 2 ,

л /г т)о

ехр X

+

4А 2 | 2 if
ехр (34)

Аналогичнопредыдущему можно определитьнаправлениесоответствую-

щих лучей (см. рис. 3) и выразить асимптотикичерез геометро-оптические

величины. Предыдущая функция тогда приводится к виду:
2

_!>., __, ' ' ч '| е--^" г —
0+(І)0- (Л)іко

+«'-

+

V^kR*

Q(Eo)

Г P (^) 1 6 gift (« + -S)
L Q (0) J

V2kR- L Q(0)
e' A («-+S) ( (35)
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Второй член здесь полностью совпадает с асимптотикой при положитель-

ных значениях £ (полное совпадение. — следствие использования фор-
мулы Стирлинга, упомянутое выше). Первый член содержит экспонен-

циально малый сомножитель е г- , т. е. является экспоненциально

малым по отношению к второму члену. В других случаях нам встретятся

члены, содержащие е~~ в различных степенях. Для краткости будем

называть лучи, амплитуда которых содержит множитель ек 2 :

усиленными, если % "= 1;
нормальными, если х = 0;
ослабленными, если % = — 1;
двукратно ослабленными, если х = — 2 и т. д.

(На рисунках ослабленные лучи будем показывать пунктирной стрелкой,
нормальные — сплошной, усиленные — двойной сплошной.)

Таким образом, исследование коротковолновой асимптотики решения

в левой полуплоскости показывает, что поле состоит из двух конгруенций
лучей, каждая из которых удовлетворяет законам геометрической оптики

и для каждой из которых парабола і\ = т]0 является односторонней кау-

стикой.
Ослабленные лучи, у которых £ 0 < 0. полностью расположены

в левой полуплоскости и, очевидно, что они касаются каустики. Ослаблен-
ные лучи, у которых |о> 0> частично расположены в левой полуплоско-

сти, а частично в правой, где и касаются каустики. Поскольку формально
двучленная асимптотика имеется только в левой полуплоскости, возни-

кает вопрос, можно ли продолжить вторую асимптотику в правую полу-
плоскость. Ответ получается положительным, так как можно воспользо-
ваться для конгруенций ослабленных лучей лучевыми асимптотическими

разложениями [5].

Сводка лучевых асимптотик решений

Соотношение

D±l a)Df(r]) = [D+l a)DZ l ( n )Y (14)

(* означает комплексное выражение) дает возможность выписать асимпто-

тику решения DZ 1 (5) D+ l (ц). Лучи, соответствующие этому решению,

совпадают с лучами, соответствующими решению D+ (|) DZ (л), но имеют

противоположное направление.
Аналогичные связи имеются и для других пар решений, поэтому

ниже дается сводка результатов для четырех основных функций, включая

уже рассмотренную.

Если ввести обозначения

пкх\

ИЛ+(т.)

КА+ (т) =

2^4

\f2kR- 1

ixkr\ Q

е -2

V2kR<

_ Q(0)

QUo+ )
Q(0)

„ l (« + -s)

e ik(-R*+S) )
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9

t e ~2
*Л- (m) ss

2

иЛ-(яг) =

nfeT l0 , . я

V2kR-

ik {R'+S)

k (-R--S)

то асимптотики решений (14) можно записать так:

. Ят 1 (g) DZ l (Ц) = °Л-(1) + -'Л+ (-1)

D+з(|) £Н (Л) = °Л+( 1 ) + "'Л- (-1 )

°АМ 1А~(-1) °Л+®
'л -f-O

Рис. 4. Системы лучей, соответствующих Рис. 5. Системы лучей, соответствующих
функции

D±3 (DDZ 1 it))-

функции

Ц7І(Е)0Г(іі).

D- 1 (^)D± 3 0i)= +1A+(l)+

D+3(&)D+ 3 (t|)--= +iA+(— 1)

-іЛ-(-1) + °Л+(-3) +0Л-_(-1)

+ 1Л-(+1)+°Л+(— 1) +°Л-(— 3).

nkr\l
Индекс х соответствует множителю е " г и указывает относительную

силу луча. Переход к комплексно-сопряженной функции, как видно из
обозначений, соответствует перемене направления стрелки и замене знака
аргумента. Лучи, соответствующие этим функциям, представлены на

рис. 3— 6.
Заканчивая рассмотрение асимптотик решения уравнения (9), следует

еще раз отметить их характерные черты.

1. Асимптотическое представление каждого решения имеет геометро-
оптический вид с несколькими системами лучей, соответствующими одному

решению (14).
2. Амплитуды при экспоненте содержат характерный для геометри-

ческой оптики сомножитель расходимости (2kR) 2 и характерный для

данной задачи множитель \q (£ 0 )/q (О)} 6 , соответствующий амплитуде

отрывающихся от каустики лучей.
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3. Для каждого решения отношение амплитуд ослабленных лучей
к нормальным и нормальных к амплитудам усиленных лучей одинаково,

если они возникли в одной и той
же точке каустики (при одинаковом

расстоянии вдоль луча от точки от-

рыва).
4. Фаза в точке наблюдения с

точностью до аддитивной постоянной
определяется набегом фазы (от нуля
фазы, соответствующего вершине
параболы — каустики, до точки от-
рыва и по лучу до точки наблю-
дения).

5. Функции DI 1 © D- (г,) и

D+3 (£) DZ'(t]) описывают разбегаю-
щиеся от каустик волны различной
интенсивности. Комбинация ихРис. 6. Системы лучей, соответствующих

функции

DT 1 (£)£!' (Л) +

лАг) 2 ,

И'е 2 D+3 (^)D = 1 (ti)= 0A-(1)+- 2A-(-1)

уже содержит только нормальные лучи (пренебрегая лучами, двукратно

Рис. 7. Системы лучей, соответствую-
щих функции

Рис. 8. Системы лучей, соответствую-
щих функции

9

9

d+ 1 (i) d: ft)

+ ie Dt 3 (6) DZ 1 (ті) • + D+ 3 (%)DZ l (4)-

и большее число раз ослабленными). Их эквивалентами в цилиндрических
координатах являются комбинации Н% (gr) г~ и]Щ (рис. 7).

Другая комбинация этих функций

яйг) 2, t

іе---- 2"D-i (I) DZ ] (Л) + Df (I) D= > (Ti) ~ °A+ (1 )

с той же точностью и в том же смысле эквивалентна Н% (gr) е+""ф - Ее
лучевая структура показана на рис. 8. Сходящиеся лучи, как уже упо-
миналось, соответствуют комплексно-сопряженным функциям.
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6. Решения D+ (I) D±3 fa) и D^ (£) D±3 (n> по асимптотическому
поведению напоминают решения цилиндрических задач с функциями
Бесселя. Для этих решений нормальные и усиленные лучи проходят мимо

Рис. 9. Системы лучей, соответствую-
щих функции

D+ 1 © .D+ 3 (r|) +

irftTlg

Рис. 10. Системы лучей, соответствую-
щих функции

+ іе 2 д+3 ф D +3 (Т))
+

«> 2 о+' (I) о± 3 (Л) +
+ D+ 3 (g)D+ 3 (T!).

каустики и испытывают характерный скачок в фазе на ---- g-. Взяв линей-

ные комбинации их с теми же коэффициентами, что и выше

D+ 1 (I) D± 3 (п) + ЙГ — Df (£) D± 3 (т,)

fe" — D+ 1 (I) D± 3 (rjj + Df (I) D± 3 (t|),

получим решения уравнения (9), описывающие исключительно усиленные
лучи (пренебрегая лучами однократно и более ослабленными). Лучевая
структура таких комбинаций показана на рис. 9 и 10. Цилиндрическим
аналогом этих решений, как и ранее, являются

J m iff) е- іт <» и J m (gr) e+im,v

соответственно этим рисункам. Заметим, что в таком приближении, указан-
ные аналоги решений с двусторонней каустикой (типа Бесселя) не являются

единственными. .
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Ф. Н. ПЕТРОСЯН, Л. М. ПЯТИГОРСКИЙ

УДК 621.317.794 -> 535.231.62

ИССЛЕДОВАНИЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ БОЛОМЕТРОВ

Исследовано предельное быстродействие нитяных болометров. Теоретически
показано, что их постоянная времени может быть снижена до величин порядка 10" сек.
Этот вывод экспериментально подтвержден путем создания болометра с постоянной
времени порядка 10" 6 сек. Рассмотрены температурные волны и объяснена частотная
характеристика болометра в области низких частот, а также оценен порядок тйд-
щины ленгмюровского слоя на болометре.

Экспериментальное исследование быстродействия болометров
в различных средах

Быстродействие болометра характеризуется его тепловой постоянной
времени т, зависящей от параметров болометра следующим образом:

* = тЬ (1)
где с — теплоемкость болометра,

С д — динамический коэффициент болометра, определенный для малых
температурных изменений.

Зависимость выходного сигнала болометра и а от частоты преры-

вания Q падающего на него излучения обычно описывается выраже-

нием [1 ]:
"а _ _ 1 (2)
щ \— 1 + « ат 2 '

/ 1 ч
где щ _ напряжение сигнала частоты Q =0 (или Q < — J. Значе-

ние т в соответствии с выражением (2) легко определить исходя из частот-
ной характеристики выходных сигналов болометра.

Полученные нами экспериментальные результаты измерения частот-
ных характеристик болометров в различных средах представлены на
рис. 1. Нормировка частотной характеристики приведена к значению
выходного сигнала на частоте 50 гц (в широко известных работах [2—3 ]
нормировка приводится к значению сигнала на частоте 100 гц).

Значение сигнала при Q = 0 во всех средах оказывалось на 25—
35% больше, чем значение сигнала на частоте 50 гц. Из частотных харак-
теристик болометров (рис. 2) видно, что при 0 < Q < 50 гц наблюдается
ярко выраженная зависимость выходного сигнала от частоты, что не сле-
дует из равенства (2). Таким образом, быстродействие болометров трудно
характеризовать одним параметром т. Можно показать, исходя из данных
рис. 1, что это выражение действительно для ограниченной области ча-

стотной характеристики при

4-<й< 1 - (3)
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Однако многие экспериментаторы, основываясь на малом значении т
(например, х = 10~ 3 — Ю -4 сек), необоснованно считают, что, если

Q <^ .1 то можно измерять амплитуду пульсирующего излучения

с высокой точностью, причем калибровку такого измерителя ведут на

0 500 WOO 1500 f/m

Рис. 1. Частотные характеристики болометров с различ-
ными диаметрами нити:

/ — 1ц; 2 — 1,5ц; 3 — 2ц; 4 — Зц; 5 — 5ц.

постоянном токе (Q =0). Выше было указано, что ошибка при таких
измерениях может достигать 35%.

Индикацию достаточно больших значений кратковременных импульс-
ных сигналов возможно осуществить, если коэффициент теплоотдачи

^

/Ж

v- 1
s

ч
ч ^ш

/
<

\

ll Л\
\

Ofi 1,0 2 4 10 20 Ы f.neif

Рис. 2. Частотные характеристики болометров в кварцевой

среде (t = -=- ); цифры /—71/ — номера болометров.

болометра велик. В качестве среды, которая обеспечивает такое малое
быстродействие болометра, нами использовался кварц. Эксперимент
проводили следующим образом. Нить платинового болометра зажимали
между двумя шлифованными поверхностями кристаллического кварца,
«шероховатость» которых не превышала 0,15ц (пластины кварца выре-
заны перпендикулярно оси х). Результаты измерения постоянной времени
в кварцевой среде в значительной степени зависят от плоскопараллель-
ности пластин. Полученное минимальное значение было — 5-Ю" 6 сек.
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Причина ограничения быстродействия болометра при этом эксперименте
может заключаться в волновом характере распространения температур-

ного поля внутри нити болометра.
Ввиду того, что отношение длины болометра к его диаметру доста-

точно велико (-^З-Ю 3 ), задача о распространении тепла в нем

может быть сведена к исследованию радиального распространения тепла

в неограниченном цилиндре.

Предельное быстродействие болометров

Установившийся процесс. Пусть начальная температура неограни-
ченного круглого цилиндра радиусом а равна Т 0 . На поверхности его
происходит конвективный теплообмен со средой, которая имеет ту же
температуру (Т 0 ), а через поверхность с момента времени t = 0 подается
тепловой поток плотностью q 0 sin Ш. Определим температуру цилин-

дра Т (г, t) при t > 0.
Положим Т — Т 0 = и и напишем уравнения в комплексной форме.

Тогда в полярных координатах получим краевую задачу:

^ 2 " і 1 ЁО. — — — (4)

и (г, 0) = 0, (5)

^^L + hu]^=q 0e^'. (6)

Здесь х = —----- коэффициент температуропроводности;

х _ коэффициент теплопроводности;

q — плотность;
с — удельная теплоемкость;

h — коэффициент теплообмена.
Распределение температуры в цилиндре определяется мнимой частью

решения задач (4) — (6):
Т — Го = Imu (г, t). (7)

Рассмотрим установившийся процесс. Для этого найдем частное
решение уравнения (4), удовлетворяющее граничному условию (5), кото-

рое имеет вид:

и (г, t) = R (r)e iQt . ( 8 )

Подставляя выражение (8) в выражение (4) и вводя безразмерную
длину

*=Ут Л (9)
получим уравнение Бесселя

Решение этого уравнения, не имеющее особенностей на оси цилиндра,

имеет вид

R = AI 0 {zV^i), (П
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где / 0 _ функция Бесселя нулевого порядка. Для нахождения постоян-

ной А подставим

и = Ah (z'VPT) e iai
в уравнение (6), которое напишем в виде

\кУЖ0« + ш] =q0 , (12)

■j/o"
где z 0 = а у — •

Тогда получим

где •

б 0 = А|/Х. (14)

Функция Бесселя от комплексного аргумента выражается через

функции Томсона

/о (г 1/— 7) = и 0 (г) — £оь (г), (15)

где

и 0 (г) == ber z, v 0 (z) = — bei z. (16)

Поэтому функцию v (г, 0 можно написать в виде

И(Л () =жі/т !"?і^;;клѴо^ ^н-ім^)]^'- (і7)
Ѵ * ' Q ("о + бо"о)-+( ио + Ѵо)

Найдя мнимую часть решения, получим

Г — Т 0 = іс 1 cos Q^ — с 2 sin Йі) Uo (г) +

+ (c 2 cos Q^ + Ci sin Ш) oo (0. (I 8 )

где

ft i/Y __________ "o ( z o) + VoЫ __________ (19)

Cl=; ^ ^ Q КЫ + ѴоЫ] 2 +КЫ + Ѵо(^о)] 2 '

jbl/lT _________»o( zo)+ 6 o»o( z o)_________ /2 q)

C2 -x V q [ Uo ( Zo ) + v 0 ( Zo)] 2 +[,;(Zo)+s 0t,0 (Zo)] 2 '

Положим

^^l/Jcosy; c 3 = ^]/isin Y) (21)

D = l/Mzo) + 6o«o(z 0 )] 2 -f [оі(гь) + 6 0 v 0 {z0 )f. (22)

Тогда решение можно написать в виде

Т-То = ^5Уж (C0S (Ш + Y) ЬеГ i rVf)-
-зіп(Ш + у)Ьеі(г]/|-)}. (23)

103



Нагревание цилиндра как целого. Рассмотрим сначала асимптотиче-

ское поведение общего решения (23) при малых значениях г ]/ — , т. е.

когда

г]/^!«1. (24)

Это решение будет применимо ко всему цилиндру, если радиус его доста-

точно мал, т. е.

а]/^«1. (25)

В этом случае, очевидно, цилиндр будет нагреваться как целое.
При z -С 1 асимптотические выражения функций Ьег г и bei z имеют

вид [3]
г \4

«о = Ьег z = 1 ---- щ-£ + ■ • • - (26)

- Уо = Ьеіг = Ц/- ------- • (27)

Поэтому^в|первом приближении

a0 = berr]/f = 1; -о„ = bei г")/' Щ- = 0.

Полагая в выражении (22) щ (г) = 1, а 0 (z) = 0; v 0 [z0 ) =— -jZ 0)

- > \ 1 In /IT
v o Ы = — g- Zo = — у « |/ -p нах °Дим

К ^" 4 Л 2

Температурные волны. В случае больших значений z, когда

/-]/f»l (29)

асимптотические выражения для Ьег z и bei z имеют вид [3]:

и 0 = ber z = ..__ cos Р (z) , (30)
У 2лг

— ѵ 0 = bei z =-7=^sinP(z), (31)
У 2лг

где

a(z) = ^4----, • P(*) = ^-f+---. (32)

Вычисление коэффициента D дает

D = уЛ+6о]/2 + 6 02 e" a = , a = |/|L. (33)
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Фаза -у может быть определена из соотношения

[tgY =
с г "о ( го) + бо"о ( го)
ci v Q (г 0 ) + ё 0 ѵ 0 (г 0 )

Если б 0 С 1, то y =^— Щ- Если ' наоборот б 0 > 1, тоу = -^ — :р=-

Таким образом, температурная волна может быть написана в виде

Т _ Г 0 = 3± |/Ж g-a(а-г)cos [Qf __ а (а_Т) + И, (34)

п я я
где при изменении б 0 от 0 до оо фаза р изменяется от -j- до -у .

Фазовая скорость волн

Ъ а ѴШ (35 >

Коэффициент затухания

.-У,"2х '

Найдем условие существования температурных волн. Для этого

должно быть г |/— > 1 , в частности

a]/f »1. (36)

Длина температурной волны

2я = 2я _ 37)

К Ч
Поэтому условие (35) может быть написано в виде

А, < 2л 1/ 2 а. (38)

Физически это означает, что длина температурной волны должна быть
гораздо меньше радиуса цилиндра. Это условие очевидное.

Рассмотрим температуру на поверхности цилиндра. Согласно выра-

жению (34) при г = а

При этом следует различать два случая:

1. Если бр > 1, то так как б 0 = -£■ j/J. кроме условия существо-

вания температурных волн получим еще условие X > 2я -^, откуда

2л|/2^-<АС2я1/2а. (39)

Тогда ибо 1/ — — Л и

Г-Г 0 = ^со5(Й^ + р). (40)
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В этом случае температура на поверхности цилиндра зависит от коэф-

фициента теплообмена, и амплитудное ее значение -^- равно температуре

поверхности при постоянном подводе тепла q 0 -

2. Если б 0 < 1, т. е.

1<^2пѴ2а и ^<2я1/2-^, (41)

то

Q
7-r 0 =.-5-l/-^-cos(Qf + P). (42)

В этом случае температура поверхности не зависит от коэффициента
теплоотдачи.

Обсуждение результатов

1. Выполним численную оценку условия существования температур-
ных волн в платиновом болометре с диаметром d = 1,5р,.

Имеем
, 2я г. '"'. Q 4ях
Л — ------р=^ ИЛИ Г = тгт = —г~- •

У ч
Из условия существования температурных волн (37) следует, что

частота пульсаций сигнала должна при этом удовлетворять следующему

неравенству:

р >ѣ- 1 ° 7 гц (% г* = °- 29 см * ІсекУ
Таким образом, полученное нами экспериментальное значение быстро-

действия болометра Тя=*5-10 _6 сек не является предельно возможным.
Волновые же процессы действительно ограничивают быстродействие боло-
метра, причем это ограничение в значительной степени зависит от диаметра
нити болометра и практически мало зависит от его материала, так как
большинство металлов имеют коэффициент температуропроводности одного

и того же порядка.

2. Рассмотрим влияние ленгмюровского слоя [4] на частотные харак-

теристики болометра.
Длина температурной волны в воздухе Х в и ее затухание соответ-

ственно равны: ____

К = 1 ,56 г см, а = -т- = П9Х, 1/сж -
в YF {гц) Ъ °.258

( На расстоянии — волна затухает в е раз J •

При достаточно высоких частотах, длина волны которых примерно
равна ленгмюровскому слою или меньше его теплообмен болометра с окру-
жающей средой осуществляется за счет теплопроводности этого слоя.
При этом конвективный обмен ленгмюровского слоя с окружающей средой
определяет стационарную температуру болометра.

Далее, с понижением частоты пульсаций температуры все больший
объем (близлежащие к поверхности болометра слои) будет пульсировать
синфазно с температурой нити болометра. А при весьма низких частотах
температура всего ленгмюровского слоя будет пульсировать синфазно
с температурой болометра. Тепловая постоянная тела пропорциональна

его массе, а при заданной плотности — его объему, и обратно пропорцио-
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нальна поверхности. В рассматриваемом случае можно считать, что отно-
шение массы синфазно пульсирующей части ленгмюровского слоя к его
поверхности с увеличением радиуса этого слоя линейно возрастает.
Это означает, что тепловая постоянная такого слоя с увеличением толщины
части слоя возрастает, т. е. с понижением частоты пульсации к массе
болометра добавляется все большая масса синфазно с ним колеблющегося
слоя среды. Этим фактом, по-видимому, можно объяснить частотную ха-

рактеристику болометров в области частот Q < -^. Это подтверждает

и тот факт что при нормировке частотной характеристики болометра
к значению сигнала на частоте 100 гц значение ее близко к получающемуся

из выражения (2).
Поэтому можно считать, что затухание температурной волны при

100 гц характеризует толщину ленгмюровского слоя:

г = — !---- =^0,25 мм.
"100 гц

3 Рассмотрение волнового процесса распространения температур-
ных волн вне болометра позволяет дать некоторые рекомендации для
правильного его конструирования. В частности, желательно, чтобы диа-
метр баллона нитяного болометра был несколько меньшим диаметра ленг-
мюровского слоя, а температуропроводность материала баллона — близка
к температуропроводности воздуха. Разработки в этом направлении удобно
вести, руководствуясь следующими значениями длин температурных волн
и расстояний S, на которых происходит ослабление волн в е раз:

X = і/Ш* = a-yL= см, S =■£-£= см.
У cqF Vfeu, 2п VF

Среда ..............а $
Воздух .............1.56 0,25
Гелий .............3,40 0,53
Медь ............2,68 0,43
Платина ...... \ ..... 1.24 0,20

кристаллический ..... 0,47 ^'?/о
плавленый ........0,27 0,043

Стекло ............0,17 0,027
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Г. А. ЮГОВА

УДК 621.317.6

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА ТОНКОПЛЕНОЧНЫХ

ВОЛНОВОДНЫ^ЭЛЕМЕНТОВ

Рассмотрены вопросы согласования болометрических головок в прямоуголь-
ном волноводе с различными пленочными элементами: простым пленочным боломе-
тром, сложным болометром и болометром-термистором, а также распределения тем-
пературы вдоль пленки в волноводе при нагревании ее током с. в. ч. и постоянным
током.

Показано, что тонкая металлическая пленка может быть использована для
подавления поля волны £ 01 в предельном аттенюаторе.

В технике с. в. ч. широко используются различные устройства
с пленочными элементами.

В настоящей работе исследуются некоторые свойства пленок в волно-

воде: коэффициент отражения пленкой основной волны Я 01 в прямоуголь-

ном волноводе, его зависимость от параметров пленки, волновода, волны;

коэффициент отражения сложной трехслойной пленки, используемой
в болометрических головках; распределение температуры вдоль пленки

в волноводе при нагревании ее постоянным током и током с. в. ч. Рас-
смотрена также возможность использования пленки в качестве фильтра
в круглом волноводе.

Согласование пленочного болометра
с прямоугольным волноводом

Рассмотрим следующую конструкцию болометрической головки

(рис. 1).
Прямоугольный волновод в плоскости z = I закорачивается идеально

проводящим поршнем. В плоскости z = О в середине волновода поме-

щается металлическая пленка, ширина которой s, а толщина d в десятки

раз меньше толщины скин-слоя 6. Металлическая пленка нанесена на

подложку — тонкую диэлектрическую пластинку.

Рассчитаем коэффициент отражения болометрической головки в за-

висимости от параметров пленки (проводимости, ширины и толщины),
от длины волны и расстояния пленки от поршня. При этом предположим,

что:

1) индуктивной составляющей сопротивления пленки по сравнению

с активной составляющей можно пренебречь;
2) сопротивление болометра, когда толщина пленки намного меньше

толщины скин-слоя, в рассматриваемом диапазоне практически не зави-

сит от частоты;

3) влиянием диэлектрической подложки вследствие малой ее тол-

щины и малой комплексной диэлектрической проницаемости можно

пренебречь, как было показано в работах [3, 4];

108



4) расстояние I от пленки до поршня остается постоянным, равным

четверти длины некоторой средней волны в волноводе.
Чтобы определить коэффициент отражения болометрической головки,

т. е. короткозамкнутого отрезка волновода с пленкой, рассчитаем коэф-
фициент отражения пленки в волноводе бесконечной длины.

Пусть на пленку падает волна Н 01 . Тогда

где

E„ = e~ iyz

Г

sin
пу

y = > k% —ж> k X '

(1)

(2)

Тогда в пленке индуцируется ток /

a-\-s

z а

/= j \оЕпп. х {у, z)dydz, (3) -/.
a— s О

2

где

---------------1
\

.1=0 г=1

Рис. 1. Схема болометрической головки.

о — проводимость тонкой

• "тіленки.

-Епл. к — поле, прошедшее в
пленку.'

Так как і « 6, то можно считать, что по толщине пленки, т. е. в зави-
симости от 2, ток / постоянен. Условие непрерывности на поверхности
пленки тангенциальной компоненты электрического поля может быть
записано в виде:

£пл. * Й = £пл. х (0) = £пад. * (0) + £„зл. Х (0), (4)
где £„3,, х (0) — поле, излученное пленкой под действием падающей
волны, в плоскости z = 0. Очевидно, что £ ИЗЛ . А- можно представить
в виде ряда Я-волн:

2 А,
■ ЛЩ — ІГ„ | z |

sin —— е "' (5)

Вследствие того, что толщина металлической пленки намного меньше
толщины скин-слоя, а проводимость ее очень велика, поле излучения
пленки может быть определено приближенно как поле излучения плоского

тока [1]:

2СО . і I ^-

n=l a—s

dy,

г„ =Й n'n*

(6)

(7)

Ток определяется по формулам (3) и (4), где Е изл . х представляется

в виде ряда (5).

/ (т)) = od [£ пад . х (0, г/О + £ ИЗл. х (0, Уг)]

= od sin m + y л„ р іп^і (8)
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Следовательно поле, излученное пленкой, определяется выражением

a-t-s
2

—— , — ІТ„ I 2 I
120яй \" . nny e n

7 i Sin
a a Г„ I sin— ^- +

2

ятуі
+ 2 AnSin^'

m=l

sin^^. (9)
a

ОпределимА г . Для этого умножим обе частисоотношения (9) на

sin ^- и проинтегрируемпо шириневолновода от нуля до а. В результате

получим:

А 1 = (1 + А г) &t + ^з«2 + ------Н A 2m+1 am+1 + ■■■, (Ю)

(a Tis \
1 -} ------- sin -----

ns _a _J_ . nn

(r— сопротивлениепленки: r = -^r)- (^)

60& 1 ( . ns , 1 . 2ns \
a = ^1----- (sin ------\- -7Г sin — - ;

sr l/ 1 Jl. ^ ° •
F 4a2

A m+1
(-1)" [-L sin «™ + _4_ sin (m + 1),ts l . (13)
— ., Lot a ' m + 1 a J v '

1

606

4a 2

В первом приближении можем считать, что

*;£;: < 14 >
где Л х = Q — коэффициент отражения пленки в бесконечном волноводе.

Определим поле прошедшей за пленку волны Е пр-Х . В первом при-
ближении оно может рассматриваться как сумма поля падающей волны
и основной гармоники поля, излученного пленкой:

Е п , х = Т sin ^Г^ = Ещ ,.х + Ешп . х = (1 + фШ -Я..-**. (15)

Следовательно, коэффициент ослабления:

г = 1 + е . (16)

Волна £ пр . д., отразившись от поршня, возвращается к пленке, вызы-
вая в ней дополнительный ток, который также излучает поле. Таким обра-
зом, от пленки в волновод распространяется вторично отраженная волна:

£<%., = -ft-'* 1 sin Ж. (17)
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По направлению к поршню распространяется волна t np . х .

'<?> =- er e-"«sin-^. (18)-■пр. л

Эта волна снова отразится от поршня и т. д.

4
Предполагалось, что / = -&. , где l0g — длина определенной сред-

ней волны в волноводе.

7^'|/ 4а 2

Пусть в волноводе распространяется волна, длина которой lg . Вве-
дем обозначение А:

А = K g - V (20)
Тогда

е-^ = _ е-^Т- (21)

В результате получим ряд отраженных головкой волн

Отсюда получаем следующее выражение для коэффициента отражения

болометрической головки:

ТЧ
-іу

Q+ Ів — • (23)
1 — Qe 2

Разделив действительную и мнимую части равенства, получим выра-
жение для |Г| в удобном для расчетов виде:

f (1 2q Г 1 + cos у А- ) — 1 -t-IqI

el2 --------- -х (24)

1 + I Q | 2 + 2 1 Q | cos у -j

где Q = А г определяется формулами (14) и (11);

тт-Ч'-т?)- (25)
Отсюда

1+ |Г
к. с. в. н.

1- |Г
(26)

Пользуясь полученной формулой, кроме определения к. с. в. н. (к)
для болометрической головки с заданными параметрами, можно также
рассчитать сопротивление rm , при котором при заданной длине волны А,„
отражения практически нет. Кроме того, легко могут быть определены
наилучшие значения / — расстояния от пленки до поршня. Определим,
прежде всего, сопротивление болометра, у которого при А = О |Г|= 0.
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Из формулы (23) получим условие 1 — 3 | q | =0, откуда следует
= 0,5. Следовательно, сопротивление гт определится соотношением:

120я6 1

V 1 —
х 2

1 -I -------- sin
V. its

as \

~a )' (27)

Обычно для того, чтобы болометрический элемент был достаточно

чувствительным, пленки выбирают узкими, так что

s « а.

Отсюда

(28)
240я&

а ѴЕ X 2
4а 2

Строго говоря, при этом значении сопротивления | Г | ф 0, так как всегда

помимо активного сопротивления имеется, хотя и малая, индуктивная

составляющая сопротивления (однако ею мы пренебрегали при решении

к.со.н

1,6

1Л

\\

&

і J <^'

г

и

2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 3,1 3,2 3,3 3,1 А.см

Рис. 2. Зависимости к. с. в. н. = f (X):
1 — экспериментальная кривая; 2 — теоретическая кривая.

задачи). Полученный в формуле (28) результат численно совпадает с резуль-

татом, приводимым О. Н. Бадаевой [3, 4].
При Д = 0 к. с. в. н. минимально, при |Д| > 0 к. с. в. н. растет

с ростом |Д|. Поэтому приближенно Х 0 выбирается как средняя точка

рассматриваемого диапазона. Следовательно,

/ = _!_ . ^тах ~І~ ^тіп _ 1 /29)

!/.-(. 4а

где ^ тах и ^ тіп — соответственно наибольшая и наименьшая длины волн

рассматриваемого диапазона.
Результаты расчета сравнивали с экспериментальными данными.

Как видно из рис. 2, теоретическая и экспериментальная кривые практи-
чески совпадают во всем диапазоне, за исключением области значе-
ния X = Х 0 . В этом случае, очевидно, необходим учет коэффициентов А я ,

А ъ и т. д., а также учет индуктивной составляющей сопротивления.

Расчет подтверждает, что ненастраиваемые головки по высокоча-

стотным параметрам не уступают головкам с ' подстройкой поршнем,
известным ранее, выгодно отличаясь от них простотой изготовления,

удобством и устойчивостью в работе. Были получены значения сопро-
тивления, ширины пленки и длин резонаторных камер, при которых
к. с. в. н. не превышал 1,5. Результаты эксперимента хорошо совпали

с расчетными данными.
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Согласование трехслойного болометра с волноводом

Рассмотрим болометрическую головку, в которой вместо одной
металлической пленки используется система, состоящая из трех слоев

(рис. 3): металлической пленки проводимостью a lt толщиной & г и с коэф-
фициентом отражения q x ; диэлектрического слоя (слюда, стекло) прони-

цаемостью е 2 , толщиной d 2 и с коэффициентом отражения q 2 ; полупрово-

дящей пленки толщиной d 3 , которую будем рассматривать какобладающую
проводимостью о 2 и коэффициентом отражения q 3 .

В этом случае пленка наносится на подложку с двух сторон: метал-

лическая с одной стороны, полупроводниковая — с другой. Оценим
изменение к. с. в. н., вызванное

добавлением слоев // я III, при-

чем
I ПШ

І1
Во

d%/
Так как

очень мала, то

%
= Е

-5—8; ^яг 0,05ц;

10 -20ц; d s ,

толщина

Т--ІМ-- ■

пленки d\

пл- к (Z) (0) й г й 3 1 = 1

(0) + £„зл.Л0)

(30)

Рис. 3. Схема расположения сложного
болометра в волноводе

Е„ = sin
кх

Следовательно, на слой II «па-

дает» основная волна с напряжен-

ностью поля (1 + gj) sin — -e~ lkldl и сумма волн высших типов со-

ставляет 2 Еы . Под действием этого поля слой // излучает сумму волн,
п

поле которых

E, = Q 4- еі ) ог sm ^- e- ik i ( 2+d i) + 2 E Un . (31)

Аналогично рассматривается поле на поверхности слоев II — III.
В дальнейшем будет показано, что отбрасывание волн высших типов

не вносит значительной ошибки в определение полей волн, излучаемых

слоями. Предположим, что волны высших типов можно не учитывать.

Тогда поля волн, излучаемых слоями, пропорциональны полям падающих

волн. При этих предположениях определим поле, отраженное трехслой-
ной пленкой.

Слой / излучает волну с полем Qi^o; слой II — с полем (1 + Ch) Qi^o-
На границе слоев //— III поле слагается из поля волны, «падающей»

на слой II, и волны, излученной слоем 77, т. е.

(1 + в1 ) Е 0 + (1 + 6l ) q 2E 0 . (32)

Следовательно, слой III излучает поле Е 3 :

£з = 6з [(1 +Qi) + Q 8 (l +Q 1)]£ 0 - (33)
Продолжая подобное рассмотрение, получим следующее выражение

для коэффициента отражения трехслойной пленки:

Q = Qi + (1 + Qi) Q 2 + (1 + Qi) QaQl + 1(1 + Qi) +

+ 6a (1 + Qi) 1 Qa + (1 + Qi) (1 + Qi) Q2Q3 +

+ (1 + 6l ) (1 + Qa) QxQs + ■•• (34)

Заказ 633 113



Очевидно, что следует учитывать лишь разности фаз, входящие

в определение Qh связанные с «отражением» от слоя с другими параме-
трами. Разности фаз, обусловленные зависимостью поля от координаты z,

пренебрежимо малы, так как

d\ + йч + d 3 ^_ jQ -з

Величины Qt малы, наибольшее значение имеет Q t — отражение от хоро-
шего проводника (q x ^ 0,3). Коэффициент отражения от диэлектрического
и полупроводникового слоев значительно меньше. Поэтому, решая задачу
приближенно, мы можем отбросить все слагаемые, в которые входят про-

изведения коэффициентов отражения. Тогда

Q-=-QT"t- Qa-.'-f 6з- ( 35)
Следовательно, в первом приближении достаточно рассмотреть излу-

чение каждого слоя под действием распространяющейся в волноводе
волны, не учитывая излучения под действием полей, излучаемых сосед-

ними слоями. Отсюда очевидно, что отбрасывание волн высших типов,
как это было сделано в начале рассмотрения, законно. Итак, коэффициент
отражения трехслойной пленки есть сумма коэффициентов отражения

каждого слоя. Определим коэффициенты отражения каждого слоя.
Отражение от проводящей пленки нами уже рассматривалось, оно

определяется коэффициентом отражения q x :

где

Oh =
120jtcTidiS — 120л6

«]/l A. 2

4a 2 ^Ѵ 1 —^
о г — проводимость пленки;

r x — сопротивление пленки;

л — длина распространяющейся волны.

Определим q 2 . Под действием падающей волны в слое возникает

ток смещения:

/ = т (е 2 — в 0 ) Е 0 .

Пользуясь формулой Левина [1 ] для поля излучения плоского тока,
расчет коэффициента отражения проведем аналогично расчету коэффи-
циента отражения металлической пленки. В результате получим значе-

ние Q 2

(36)
Q» 1 — a 9

a» = —
120яг'со (е 2 — s 0 ) d<i

Сравним a2 и а г

a 2 со (s 2 — e±щяЩЩ^-іу (37)

Подставим практически используемые значения величин, входящих

в формулы:

1 = 3 см, і/-^ = 2,65-10
е 0

400 ом, d<

~ 6 МО,

10 ~ 3 см, s = 0,3 см.
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Тогда
Gt 2

«1
0,003. Отсюда

|а2 | йй 0,0015; |q 2 | = 0,0015 «* О^Уод^

Очевидно, что значениемq 2 можно пренебречь.
Определимq 3 . Рассмотримслой /// как проводящий с проводи-

мостью 02 (илисопротивлениемг3). Проводя расчетаналогичнорасчетуq 1?

получим:

а 3 120ЯЙ 1 „

У Аа?

Так как а 2 < Оі, то сопротивлениег3 > гх . Следовательно,

Q = Qi + Qs. гДе Qs С Qi-

Рассматриваяq 3 как изменениекоэффициентаотраженияq x

Q = Qi + dg,

и оцениваямаксимальнодопустимыезначения4q, при которых измене-

ние к. с. в. н. болометрическойголовки не превышает определенного

значенияб, определимг3 .

Как известно, к. с. в. н. болометрической головки определяется

выражением

1. + ІГІ
к. с. в. н.

1-ІГГ

где | Г | — модуль коэффициента отражения болометрическойголовки.
Для болометрическойголовки с металлическимболометромпредпо-

ложив, что q действительно,можно записать:

(1 - | е |)2 [2 1 о | ( 1 + cos у т j - 1 + | 6 Г-

1 + 2 | Q | COS у — + | Q | 2
(39)

Продифференцировавэто выражение, получим:

гі(к.с. в.н.) = ( і_| Г |)2 = К' ( 40)

dlol / l-2|o|-|op(l+ 2cos Y ^)

M+2| e |cos Y ^-+lQ| 2 )
(41)

Отсюда

( 1 ■+ 2 I e I cos 7A _[_ i e |2 у

^|е|<б 0 |Г|'(1-|Г|)

4 ( 1 + cos Y 4") f 1 - 2 I Q I-IQl 2 ( l +2cos vA
(42)

Предположим, что волны, отражаемыеслоями / и ///, практическиоди-
наково меняют фазу:

QxwJQile**; Qa^lQele". (43)

Тогда

lei = |Qi| + |Q8 | = lQil + d|Qil- (44)
8* 1ЬГ>



Очевидно, что г 3 , определенное формулами (38), (42) и (44), будет
функцией длины волны. Вычисления показали, что для того, чтобы в диа-

пазоне 2,6— 3,6 см, перекрываемом болометрической головкой с двумя

сменными резонаторными камерами, к. с. в. н. при добавлении полупро-

водниковой пленки не ухудшилось более чем на 0,15, сопротивление г 3

должно быть не, менее 6000 ом. При этом в большей части диапазона (2,6—
3,2 см) d (к. с. в. н.) будет менее 0,1.

Пользуясь полученными формулами, можно, несколько изменив

сопротивление г ъ добиться того, что к. с. в. н. практически не ухудшится

при добавлении полупроводникового слоя с сопротивлением менее

6000 ом.

Согласование болометра-термистора
с прямоугольным волноводом

Для измерения мощности с. в. ч. применяются болометры-термисторы,
схема расположения которых в волноводе приведена на рис. 4. Определим
отражение этой системы.

Система состоит из металлической пленки шириной s и металлической
проволоки радиусом т. Пленка и про-

волока практически находятся в од-

ной плоскости.

Полное отражение является сум-

мой отражений пленки и проволоки.

Отражение пленки рассмотрено. Оп-
ределим отражение проволоки.

В работе [1] рассматривается

задача об идеально проводящем стер-

жне радиусом г. В настоящей задаче

проводимость а, строго говоря, не

является бесконечной величиной.
Но так как проволока металлическая

и, следовательно, о велика, можем

для оценки величины отражения использовать результат, полученный
Левиным.

Пусть стержень расположен посередине волновода, т. е.

х°д

Рис. 4. Схема расположения «болометра-
термистора» в болометрической головке.

»=*■

Тогда выражение для коэффициента отражения q от стержня в волноводе

имеет следующий вид (1):

ik'M — ■ Lk' -h-i-Mfe' , (45)

где

М
2яг 2

N-- k'b

116

lk' г 2 1 , , 2 о і 2яг
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(46)

(47)

(48)



В рассматриваемой задаче г = 10[х (Ю -3 см), X = 3 см, b = 1 см. Так как
все слагаемые в формуле (45) пропорциональны второй и более высоким

степеням радиуса, а радиус очень мал, то отражение от проволоки прак-

тически равно нулю (q % Ю -9). Для практики интересен случай, когда
проволока несколько сместится от симметричного положения. На сколько
изменится в этом случае величина отражения? Чтобы воспользоваться

имеющимся решением, оценим максимальный радиус проволоки, от кото-

рой практически не происходит отражения.

Расчет поформуле (45) показывает, что даже при г = 0,1 мм q «=< 10~ 3 ,

т. е. к. с. в. н. ра 1,002, так что можно утверждать, что при смещении

проволоки на AD < 0,1 мм заметного отражения не будет. Таким образом,
степень отражения от системы, изображенной на рис. 3, зависит только

от пленки.

Расчет распределения температуры вдоль пленки

в волноводе при нагревании ее постоянным током

и током с. в. ч.

При измерении мощности волны, распространяющейся в волноводе,

с помощью пленочного болометра используется метод замещения. Мате-
матически этот метод может быть сформулирован следующим образом:

V V

J Ar= (v) dv = J Ar_ (v) dv , (49)
о 0

где Ar= (v) — функция изменения сопротивления единицы объема
постоянному току при поглощении постоянного тока;

Аг~ (и) — функция изменения сопротивления единицы объема по-

стоянному току при поглощении с. в. ч.-мощности.
Но равенство изменений сопротивлений не означает, что равны

сравниваемые мощности. Они будут равны, если распределение мощности

постоянного тока и с. в. ч.-мощности одинаково вдоль пленки. Было пока-
зано [2], однако, что метод замещения может быть использован, если

выполняются следующие условия:

Т пл (х, у) = Мр (х, у), (50)

где М (х, у) = const;
р(х, у) — мощность с. в. ч. или постоянного тока, поглощаемая

единицей поверхности;

^пл С*. У) — температура поверхности пленки.
В случае измерения мощности с. в. ч. с помощью термопары также

используется метод замещения. Однако в этом случае метод замещения
будет верен, если температура в месте спая будет одинакова при погло-
щении с. в. ч. -мощности и мощности постоянного тока. Следовательно,
необходимо знать закон распределения температуры вдоль пленки при

нагревании ее постоянным и высокочастотным токами.

В работе [5] рассчитывается температурное поле пленки, полностью
перекрывающей сечение волновода. Распределение с. в. ч.-поля соответ-

ствует случаю распределения волны Нц Ъ но для упрощения задачи пред-
полагается, что теплообмена с поверхности пленки не происходит. Однако
в работе [4] было показано, что основным механизмом отвода тепла от
пленки в воздухе является теплопроводность неподвижного слоя воздуха,

окружающего пленку.
Рассмотрим следующую задачу: пусть пленка частично перекрывает

сечение волновода (ширина пленки s) (см. рис. 5). Предположим, что пленка
охлаждается за счет теплопроводности металла и теплопроводности непо-
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движного слоя воздуха, окружающего ее. Рассчитаем температурное поле

пленки при нагревании ее постоянным током и током с. в. ч. волны Я 01 .

Уравнение теплового баланса запишется в этом случае в виде:

' д 2 Т д г Т 1
' -^-J +etfC =■/(*. у),- kd

дх 2
(51)

где k
d

kd
а

теплопроводность металла пленки;

толщина пленки;

теплопроводность единицы поверхности пленки;

коэффициент теплоотдачи с поверхности- пленки;

/ (х, у) — мощность, выделяемая на единице поверхности пленки;

Т (х, у) — превышение температуры t в точке (х, у) нагретой пленки

над температурой t 0 ненагретой пленки.

От пленки отводится тепло через электроды, служащие для измерения

ее сопротивления. Положив температуру этих электродов t 0 = const,
запишем граничные условия,

которым должно удовлетворять

Т {х, у):

у = 0; Т(х,у)~0; (52)

у = Ь; Т(х,у) = 0; (53)

11*
ь

X

а -х,
2

0 Х 1 і I
)

*i5
дТ (x, у) |

дх

л*2 ,

+ хГ (х, у) = 0;

дТ (х, у)

Рис. 5. Схема расположения пленки в волноводе.
дх

%Т (х, у)

(54)

-0;

(55)

к — коэффициент теплоотдачи с краев пленки;

х ъ х 2 — координаты краев пленки. Мы предполагаем, что пленка

симметрична относительно середины волновода и, следова-

тельно, х 2 = —х х ; 2х г = .s.

Найдем решение уравнения:

с 2 Т =—р(х, у),
где

С =
а

~kd

дх? ду' 2

; р(х,у)-- ЩуУ = А 0 + Аі™*-kd
Ях

а

В случае нагрева постоянным током

В случае нагрева током с. в. ч.

0.

Ро .

ф '
А> = А = „■■ ф

Общее решение уравнения (59) имеет вид:

Т (х, у)

, , a its
1 -\ -------- sin -----

ns а

(56)

(57)

(58)

(59)

2 (A 1 ch?,y + A 2 sh^y)(B 1 chyx
Р2_|_у2= с 2 (р <с . Y<c)

В 2 sh ух)

4- (Лі ch су + A 02 sh су) + (Ап ch $y + An sh $y) (B n cos yx + B 12 sin yx) +
tf=c; v=0) (P>c; y 2 <0)

4- (B 01 ch cx -f- B 02 sh cx) -|- (A2l cos $y 4- A 4% sin |3г/) (B 2l ch yx 4-
(p=0; y=c) Ф<0; y>c)

4- B 22 sh yx) 4- a 0 + сц cos —^- , (60)
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где

2 '

Аі
4я-

(61)

Отметим, что в общее решение, выписанное здесь, строго говоря,

входит интеграл, так как р\ у имеют непрерывный спектр значений.
Но граничные условия выбирают из него лишь крайне ограниченное число

дискретных значений.
Удовлетворив граничным условиям по у, получим:

Т (х, у) = а 0 Гі — ch су + th -^- sh q/) +

+ aj cos ^- [ 1 — ch p# + th -M. sh рг/] +

+ 2 sin —ь ( ci« ch Y«x + c2n s h VnxY,
n=l

4я-
P 2 =

/̂7-

4- с 2 ' v 2 = (62)

Разложим все функции у (включая /(«/) = const) в ряд по sin —у- Тогда
ял

Т(х, у) может быть представлено в виде ряда по sin— ^-у:

00

Т (ас, у) = Д. sin -^- (c in ch y„x + c 2 „ s:

__ » . 2л + 1 °°_

4- a x cos
2ях

, ' , 2ft 4- 1
(2я -j- 1) sin — г— ny

n=o

6 2 с 2 + я 2 (2я+ l) 2
rt=0

а х4я cos
2ях

со

2
(2л + 1) sin —^— яг/

6 2 Р 2 + я 2 (2л + I) 2 '

Удовлетворим условиям по х:

дТ
дх

Для четных п:

Для нечетных п:

4Ь 2
с 1п

кТ (х, у)

(63)

(64)

Нп

кп (уі — и 2 )

Л„и 2

(л 2 я 2 + 6 2 с 2 ) ch YnJfi

+ Аг
я 2 л 2 + й 2 Р 2

2ях,
о sin ------- -
2яул а

cos
2ЯХ!

а sh Yn-Xi
+ х2

ch Yn-«i
(65)
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+ At
2ял',

Уп

2 ял;,
n sin--------L2я а

(66)
/г 2 я 2 + 6 2 |3 2 V" 1 спу«*і ' a sh у^

Эти выражения сравним с приведенными в работе [5]. Для этого положим

прежде всего х х = х 2 = -j- ; и = 0 и перейдем к пределу при с-> 0.

В результате получим:

\ітТ(х ,у) = А
с->0

У(У-Ь)
4я 2 COS-

2пх
1 — ch

2яг/

+ H, , i'*'*^»)J! (67)

что полностью совпадает с результатом из работы [5].
Итак, получены следующие выражения для распределения темпера-

туры вдоль пленки:

в случае нагрева постоянным током

Т (*. у) = Щі^-сЪсу + ih^-shcy) +

4Ь 2 Ро ѴЧ s!n J™# _______ и 2 ch y n x — xy„ sh y n x

я 7 1
sin

n (y 2n — x 2 ) (nV + b 2 c 2 ) ch y„^!
(68)

В случае нагрева полем с. в. ч., мощность которого р^ равна мощ-

ности постоянного тока р= , получим:

T+S*. У) = Y -^-(l-chc«/+ th4sh«/) +

cos
2л,ѵ

+
4й 2

+

£ sin
я и г/

(l_chp«/ + th-^shP4[) +

chy„x

/г— нечетн.

2яХі
n Sin --------
2яу, г a

n (уі _ ,£) ^ л 2 я 2 + b 2 c 2 ch VA

2ЯЛ:!

- +

a shy^ я 2 п 2 + 6 2 Р 2 ~ и 2 я 2 + Ь 2 Р 2 сЬѵл-ѵ-!

sh у л лт «Yn xy„
cos

2ЯЛ'!

n (у 2 — x 2 ) V п 2 я 2 + Ь 2 с 2 ch у, л ~ п 2 я 2 + 6 2 P 2 ' ch y n x x

2лх х

+

2я
a ' nW + 6 2 P 2 " sh ynXt J J ) ' ^ ^

Следует отметить, что ряды, входящие в выражения для Т (х, у),
сходятся очень быстро, так как члены ряда имеют вид

" ел 4 + dn 3 + /и 2 + ЦП

где А, с, d, f, g — постоянные; х 1 > х.
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В полученные выражения для распределения температуры по пленке
помимо геометрических параметров волновода и пленки входят теплофи-
зические характеристики: коэффициенты с 2 и х определяются теплоотдачей
поверхности пленки и боковых ее сторон. Можно показать, что

к = сЧ . С 2 = ^-.

Мы рассматривали однородную пленку толщиной d и теплопровод-

ностью k. В действительности пленочная термопара состоит из трех
слоев, один из которых образован двумя различными пленками (см.
рис. 4). Поэтому следует рассматривать «приведенную» пленку, т. е. одно-
родную пленку, толщина которой равна сумме толщин слоев; теплопро-

водность ее определяется из выражения

2дтермоспайный слой
kd = k xd x -J- k 2d 2 4- 1

(70)

Рассмотрим зависимость T (с 2 ). Для этого вычислим значение Т (х, у)
для случая постоянного тока и нахождения поля с. в. ч. в центре пленки:

Тогда из выражений (68) и (69) получаем:

Т= 0,
cb

Ж i_ ch ^+th
cb

sh
cb

(-1) (71)

(72)

Эти выражения могут быть упрощены. Так каки прис 2 <500 меньше 1,
а при с 2 > 500, члены, в которые входит множитель х 2 , вследствие боль-
шого значения знаменателя малы, то члены пропорциональные х 2 можно
отбросить. Кроме того, очевидно, что члены ряда в выражении для Т_
по сравнению с первыми двумя слагаемыми малы и очень быстро убывают
с возрастанием я; поэтому достаточно оставить лишь один член ряда.
В результате получим следующие приближенные выражения:

Т„ 0,

(0,

Ра

b \ ^ Ро

2 )~~ с 2

Г и сЬ
1 Ch -2"-

ch
cb .

-1

, cb

-t- p2

1

Ф

lb 2

с 2 , cb
ch T~

. its
sin -----

a

(73)

ch
Pb

v. $ bch^-
+

a sin Yi^i Yi (я2+ P 2&a )
(74)
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Таким образом, Т= ( 0, -у j практически не зависит от ширины

пленки, 7\_(0, -g-J — функция s. Результаты вычислений приведены

г(о,А)
на рис. 5, на котором рассмотрена зависимость - ^— ----- — от с 2 . С увели-

Ро.

чением с 2 температура в точке 0, -^- уменьшается. Наибольшая разность

7"~ (0, -g-J и Т=(0, -g-j характерна для пленки наибольшей ширины

(s = а). Чем уже пленка, тем ближе кривая Г fo, -уЛ к кривой Т=(о,

~2~)- Так как мощность с. в. ч. определяется по методу замещения ее

постоянным током, то в основном представляет интерес не абсолютная
температура пленки в результате нагрева, а сравнение температур в месте

0,1

17
Ѵч '

/^

Рис. 6. Зависимость ---- от с 2 :
Ро

■■ а= 23 мм; 2 — Г__ при s = 10 мм; 3 — Т __.

спая при нагревании пленки последовательно в поле с. в. ч. и равным по

мощности постоянным током. При использовании метода замещения

предполагается, что одинаковые мощности в месте термоспая дают ту же

температуру. Однако из рис. 6 видно, что Т„ ( 0, -^- ) и Т= (о, -^-\ при

равных р_ и р_ не равны.

Определим ошибку у— % = —^ —— ■ 100 в зависимости от с 2 ,

предполагая, что термоспай помещен в центре пленки. На рис. 8 и 9

приведены графики % (с 2 ) и — - % (s). На рис. 8 представлены четыре

кривые для пленок различной ширины. Как видно, наибольшая ошибка
характерна для пленки, ширина которой перекрывает все сечение волно-

вода. С уменьшением ширины пленки ошибка довольно быстро умень-

шается. Несмотря на то, что с увеличением с 2 значение температур Т=
и 7\_ в центре пленки быстро уменьшается (см. рис. 6), относительная

ошибка при изменении с 2 от нуля до 1000 возрастает, приближаясь к неко-

торому предельному значению, определенному для каждой ширины.
AT

При с2 >200 -=— % практически постоянно. Таким образом, нет необхо-

димости определять коэффициент теплоотдачи, так как оценки дают для
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016 on ОМ 0.56

Рис. 7. Распределение температуры вдоль пленки при нагревании током
СВЧ и постоянным током:

1,3 — нагревание током СВЧ; 2,4 — нагревание постоянным током; 1,2 — кри-
вые при с 2 = 1000; 3, 4 —кривые при с 2 = 100.

йі

AT
Рис. 8. Зависимость -=- % от с-:

l—s= а= 23 мм; 2 — s = 15 мм; 3 — s= 10 мм; 4 — s = 3 мм.

f%

2 У/// У

J^V^<^

woo
т

23 Smm

Т„ — Т=
Рис. 9. Зависимость ----- = ------- % от ширины пленки и коэффициента

теплоотдачи в волноводе 2,3 X 10 мм:

1 _ с "-= ЮОО; 2 — с-= 100; 3 — с 2 = 10; 4 — С = 0.



а значения, при которых с 2 > 200. На рис. 7 приведено распределение

температуры вдоль пленки для значений с 2 = 100 м и с 2 = 1000. Ширина

пленки, которая была выбрана для пленочных термопар, 4 мм. Для этого

случая ошибка метода замещения не превышает 2,5%.

Подавление поля Е 01 в предельном аттенюаторе с помощью

тонкопленочного фильтра

В образцовой измерительной аппаратуре применяются предельные

аттенюаторы, в которых используется экспоненциальное затухание

поля Н Х1 вдоль оси круглого волновода на частотах ниже критической.
Обычно кроме Я 1Х возникают также паразитные волны, которые необ-

ходимо отфильтровать. Основной помехой является поле Е 01 , метод по-

давления которого и рассматривается ниже.

В качестве фильтра используется очень тонкая металлическая пленка,

перекрывающая все сечение волновода, причем толщина пленки значи-

тельно меньше толщины скин-слоя. Физическое
обоснование идеи заключается в следующем.

В поле #ц на очень низких частотах элек-

трические компоненты поля ( Е х ---- г-), кото-

рые обеспечивают затухание в металлической
пленке, малы по сравнению с магнитными компо-

нентами. Магнитное поле проходит через тонкую

пленку без поглощения (jj. = 1). В поле Е 01 ,

наоборот, малы магнитные компоненты по срав-

нению с электрическими компонентами Е г и Е г .

Из граничных условий следует, что в пленку

практически проходит только компонента Е м

большая часть которой поглотится. Таким образом, за пленку прохо-

дит лишь малая часть электрического поля.

Следовательно, можно ожидать, что при определенных параметрах

пленки поля Е 01 за ней практически не будет, в то время как поле Н г1

лишь незначительно ослабнет.
Решив граничную задачу для обоих случаев, предположив, что

толщина пленки d мала (рис. 10), получим следующую зависимость коэф-
фициентов ослабления от параметров пленки, волновода и длины волны:

Рис. 10. Схема распол»
жения пленки в волно

воде.

с н ~Ни
1 + i^hHj-{y H J

где
\ + ^-[-k(4zJ+W*j]

А« =

(Ун J =

i*?i

H-ii

k 2 -

k*;

f£., ^-* 2 :

(y' ) 2 = ^- ----- -k 2

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
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k 2 = е0 [х 0 (й 2 ;

. a
= e0 — i — .

Учтем, что X > Я,кр . Тогда

£ 01

]/1+ ( ad
2 Ri

l/ l : ( ad v oi J V
t : \ 2 a e 0 co /

(81)

(82)

(83)

(84)

Для тонких пленок уже нельзя пользоваться таблицами значений а,

так как проводимость пленки может значительно отличаться от проводимо-

сти исходного материала. Поэтому . Дг-

произведение ad определяется по f о '
сопротивлению пленки R Q :

Ra = ad
(85)

где R a — сопротивление пленки

с равными длиной и шириной.
Запишем выражение коэффи-

циента ослабления в практической
системе единиц:

1
ил»І

і/ 1 +
4,12- 10 5 ом*

С< и

Рис. 11. Зависимость a f

(86) при X = 500 еж и a

0%
н \(я,8"а)

6.

С с =

V
И-

5.2- 10 3 ом"- X?
(87)

В измерительных предельных аттенюаторах отношение — обычно

очень велико, поэтому из формул (86) и (87) следует, что поле Е 01 в тонкой
металлической пленке, перекрывающей сечение волновода, поглощается

значительно сильнее, чем поле Н хх .

Рассмотрим пример:

Пусть а = 1,6 см; % = 500 см; R i2 = 1000 ом.
Тогда пленка вносит следующее ослабление а полей Е о1 и Н іг :

aHii ==20\gcHii = 101g(l +4,12.10- G)^0;

201gC f ^27 дб.
£oi Е 01

На рис. 11 приведены зависимости а£ 01 и a# u (от lg R a ) при дан-
X

ном — . Из графика видно, что если сопротивление пленки удовлетворяет

условию

20 OM<Ra < 10 4 ом,

то пленка является фильтром для поля Е 01 .

(88)
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В общем случае условие (88) запишется в виде:

15,6а <^а< 0]0312а • (89)

Итак, в качестве фильтра для подавления поля Е 01 в предельном

измерительном аттенюаторе может быть использована тонкая металличе-

ская пленка.
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Г. А. ЮГОВА

УДК 621.317.6

О СОГЛАСОВАНИИ НИТЯНОГО БОЛОМЕТРА
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ волноводом

Рассматривается отражение основной электромагнитной волны от металличе-
ской нити, помещенной в центре прямоугольного волновода. Приводятся случаи,
когда радиус нити намного меньше толщины скин-слоя и когда он сравним с толщи-
ной скин-слоя. Получены выражения для коэффициента отражения. Указаны гра-
ницы применимости классической теории скин-эффекта. Исследована зависимость
к. с. в. н. болометрической головки от радиуса нити. Проанализированы возмож-
ности улучшения согласования болометрической головки с нитяным болометром
в волноводе.

Вопрос о согласовании нитяных болометров в прямоугольном волно-
воде представляет значительный интерес для инженеров, работающих
в области измерения мощности с. в. ч. В настоящей работе исследуется

зависимость к. с. в. н. болометрической го-

ловки с нитяным болометром от параметров

последнего. С этой целью прежде всего опре-

деляется коэффициент отражения нитяного

болометра. Рассматривается бесконечный
прямоугольный волновод (рис. 1), в сечении

2 = 0 которого в плоскости симметрии, па-

раллельной узким стенкам, помещен круг-

лый металлический стержень радиусом г,

причем^

(к — длина волны в свободном пространстве). Сопротивление стержня

постоянному току R известно. В волноводе распространяется волна Я ]0 :

2г

Рис. . Схема расположения
нити в волноводе.

е -іуг sin — £„,
а ° (1)

где

V х 2
4а 2

k =
2я

(2)Y — "- V х 4а2 ' ' ѵ X

Требуется определить коэффициент отражения стержня.

О скин-эффекте

Очевидно, что возможны два случая:

1) г < б, где б — классическая глубина скин-слоя;

2) г > б.
Прежде всего следует рассмотреть вопрос о характере скин-эффекта.

Как известно, при высоких частотах и для достаточно тонких проволок
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характерен аномальный скин-эффект [1 ]. Оценим для рассматриваемой
задачи границы применимости теории нормального скин-эффекта.

Классическая теория скин-эффекта справедлива, когда длина сво-

бодного, пробега электронов / в металле будет значительно меньше как

классической глубины скин-слоя б, так и поперечных размеров образца.
Таким образом, должны быть действительны соотношения:

■ 1 « г > 1 « ь =-кѴ^ О)
(значения о, б относятся к массивному образцу).

При комнатных температурах для хороших проводников / ^ 10~ 6 см.
При понижении температуры / возрастает, достигая иногда при гелиевых

температурах / ?& Ю -3 см.

Рассмотрим случай «хорошего проводника» при комнатной темпе-

ратуре. Очевидно, что соотношение / < г практически всегда выпол-

няется.

Так как обычно диаметр нитяного болометра равен примерно 1 — 5 |л,

то / составляет сотые доли радиуса болометра. Определим глубину клас-

сического скин-слоя. Рассмотрим медь, проводимость которой о = 5х
X 1017 ед. CDSE. Тогда при Я, = 0,1 см

я 1 l/0,l-3-10 lu , _ '.'■'
Ь==ЪіѴ^т- - 1.2-10 ъ см.

Следовательно, для меди и других «хороших проводников» класси-

ческая теория скин-эффекта справедлива лишь при длинах волн более
1 мм (при частотах менее 1012).

Коэффициент отражения нити

Рассмотрим отражение от нити, радиус которой г мал по сравнению

с длиной волны. Будем считать, что:

1) нить не искажает поля;

2) поле на поверхности нити одинаково.

Тогда ток в нити
26 A (k'r) -

7 ^ТГ k'rl a (k'r) Е °у ( 4 )

где Е 0у — поле на поверхности нити;

k' — волновое число внутри нити;

R — сопротивление нити постоянному току;

/„ и / х — функции Бесселя.
Запишем условие непрерывности потенциальной компоненты элек-

трического поля в точке ( 0, -^- + г )

Е'оу(о 1 -%--т-г)=Е и (о1 -g- + г) + £„з Л .^(0х -f- -[- г), (5)

где £ изл . у — поле волны, излученное нитью.

^изл. у может быть представлено как поле излучения линейного
тока [2 ]

со — IY | z |
Р 120яй . -^ тк . . ткх е т /с .

Г т =]/^-^1. (7)
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Тогда получим следующие выражения для определения тока /:

5= 2f^ sin ^ sinm;n; (T + ^)- ( 10 )
т—\

Так как— С 1, то sin я( -~- -\----- \ «* 1. Таким образом, выражение

для тока будет иметь вид:

/= --------- —--------- . (11)
R ., , , 120яА " Ѵ1 ;

Следовательно, поле излучения нити

F _ 120я£ ________ 1________ -щг^, п (2п+1)ях
^изл. о— „ - р 19ПтгЬ 7 Л '/ ЬШ

"'Г/г I z I

изл - * a R .. . . \20nk „ 7Л *' a Г„

(12)

Предположим, как это обычно бывает, что -~- < a ■< Л,. Тогда выра-

жение (12) представляет сумму волны Я 10 (прошедшей при z >• 0, отра-

женной при z <0) и быстрозатухающих волн высших типов Я 2/г+1 , 0 (га >
>> 0). Оценка [3] показывает, что практически вне области \z\ << А, зату-
хающих волн не будет, хотя теоретически волны высших типов полностью

затухают лишь при z -ѵ оо. Следовательно, при z <;0 вне области |г| < ^
остается отраженная волна, напряженность электрического поля которой

Е отр ,у^(>Е 0 *іп,Ж е-^, (13)

где е — коэффициент отражения,

\20nk __________ 1__________ (]4)

Q - ay - R 120кк • ( >
~2Г ПП+ a~~*

Зная q, можно записать коэффициент прохождения волны.

Так как £ изл . у симметрично относительно z = 0, то электрическое
поле прошедшей волны является суммой полей падающей волны и волны

излученной. На достаточно большом расстоянии от нити, где волны

высших типов можно считать уже затухшими, получим таким образом

-^прош. у = (I + Q) -Co -

Остановимся на величинах S и / (г).
Ряд 5 рассмотрен в работах [2] и [3]. Приближенное выражение

для 5 имеет вид: '

^+:Иіп-^-2 + 2. 0 ); 05)

(16)
1

-JaT- 2п+\

Зависимость F 0 от 2а [3] приведена на рис. 2.
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Рассмотрим / (г). Пусть Х 0 и Y 0 соответственно действительная и мни-

мая части f (г):
f(r) = X 0 + iY0 . (17)

Так как материалом нити является металл, то /г' — комплексное волновое

число — может быть представлено в виде:

k' О

Обозначим х 0 и х х — действительные, а г/о и у х — мнимые части — соот-

ветственно / 0 (k'r) и / х (k'r):

Рис. 2. График зависимости F 0 от
2а

■Ѵ"^

О

?ѵ

Гу

У 2 3 4 гмк

Рис. 3. Зависимость Х 0 и — Y 0 от радиуса
нити (г):

/ - ХЦ 2 - У„.

Тогда

х 0 = Яе/0 (k'r); Хх = /?е/і (&'/•);

г/о = /т/о (£7); г/ х = Iml x (k'r).

Х 0 =
А + у\ б '

Г °" Х\ + У] ' 6

(19)

(20)

Перепишем выражение для коэффициента отражения, раскрыв при этом

значения / (г) и S:
______________________ — 1___________________

6 ~ а I 1а
1 + qRX„ + iqRY 0 + i f- Пп — - 2; + 2F„

(21)

9 " 26 I120jt К 4a 2
(22)

На рис. 3 приведены зависимости X 0 и Y 0 от радиуса нити. Рассмотрим
случай, когда г«6. Тогда Х 0 ^2; У 0 = 0. Следовательно,

—1
Q =

Г 2 ^ + '-І(
1а

In — — 2 + 2f 0

(23)

Это выражение совпадает с полученным в работе [3].
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Коэффициент отражения болометрической головки

Рассмотрим случай, когда на расстоянии / от нити (вдоль оси г)
волновод закорочен идеально проводящим поршнем. Коэффициент отра-
жения полученной таким образом болометрической головки может быть
определен путем вычисления суммы ряда последовательных отражений
в системе болометр — поршень [4]:

Г = q - (1 + 6%-йѵ' -f о (1 -4 Qfe^ 1 ------ = S ---- ( \Xt-W l ■ (24)

Очевидно, что если I = -j- (2п + 1), то

Го = 1^. (25)

Если мнимая часть q по сравнению с действительной ее частью мала,

то Го может быть легко сделано малым для волны определенной длины
путем выбора активного сопротивления болометра и расстояния

до поршня. Так согласовываются пленочные болометры [4]. Однако
для нитяных болометров мнимая составляющая, определяемая, в основ-

1а
ном, выражением In — , довольно значительна, так как радиус нити

Г лг

обычно равен 1 мк. При анализе случая г > б из выражения для q на пер-
вый взгляд следует, что имеется возможность, увеличивая г и R, умень-
шить мнимую часть Q. Однако, увеличивая радиус нити, мы тем самым

уменьшаем ее сопротивление:

акг 2

Чтобы использовать соотношение (21) для улучшения согласования

в закороченном волноводе, можно попробовать применять в качестве
нити болометра материалы с отличным от единицы значением магнитной
проницаемости, так как глубина проникновения поля в металл с увели-
чением магнитной проницаемости уменьшается. Следует заметить, что
этот эффект обычно перекрывается плохой проводимостью большинства
материалов с большой магнитной проницаемостью. Однако возможно,

что при некотором сочетании ц. и а удастся получить хороший результат.

По выражениям (21) и (24) были построены графики при / = -f- :

а) зависимости к. св. н. от сопротивления нити R при условии

сохранения значений гиб (рис. 4);
б) зависимости к. с. в. и. от радиуса нити при постоянном сопротив-

лении R (рис. 5);
в) зависимости к. с. в. н. от радиуса нити, когда активное сопротив-

ление также зависит от радиуса (рис. 6).
Практически последний график наиболее интересен, так как он пока-

зывает, как будет изменяться к. с. в. н. при использовании нитей из одного
и того же материала, но разных диаметров. В этом случае к. с. в. н. вна-
чале резко уменьшается от бесконечно большого значения при г = О
до некоторого минимального значения при г = г 0 , а затем снова возрастает
с увеличением радиуса.

Однако минимальное значение к. с. в. н. (г) велико (рис. 6). Попы-
таемся уменьшить |Г| путем настройки. Подставим в выражение для Г
значение q:
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где

х = 1 + qRX 0 ;

(27)

в. ом

Рис. 4. Зависимость к. с. в. н. от сопротивления
нити постоянному току при неизменном гиб.

ч.с.і.н.

20

15

10

5

О
1 г г,мк

Рис. 5. Зависимость к. с. в. н. от
радиуса нити при неизменном R.

Тогда получаем

Г| 2 =
х 2 + У 2 + 5 — Ах + 2 (х — 2) cos 2yl + 2у sin 2-у/

х 2 + у г + 1 — 2х cos 2yl + 2(/ sin 2yl
(28)

Чтобы определить I, при котором |Г| минимально, анализируемусло-
d\T\

= О

Условие минимума будет иметь вид

у 2 + (х-1) 2 4-2ytg-&.=-0, (29)

где % = .2уІ.
Таким образом, точке % = % 0 соответ-

ствуетминимумфункции |Г|. Определим1 0 :

/о
Хо
2у у \ arct «[■ 2у

+ л]}.(30)

г;ми Еслиг/->-0, то / 0 ->- — . Приг/^0/ 0>— •

Однако настройка на / 0 незначительно

улучшает согласованиепо сравнениюс на-

Рис. 6. Зависимость к. с. в. н.

от радиуса нити при R = ----- ^.

стройкойна -£■ .

Рассмотримпример. Возьмем нитяной болометр, диаметркоторого
d = 1 мк, сопротивлениепостоянномутоку R
При X = 3 см

1
е =

433 ом.

При 1 = -±

Определим % 0 и
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3 + /4,86 '

0,772, к. с. в. н. =7,78.

У2 + (х-1)*

2</
= —2,85;

0,747, к. с. в. н. = 6,9.



На рис. 7 приведена зависимость к. с. в. и. от / для рассматриваемых
параметров. Как видно, вся кривая лежит выше к. с. в. н. == 6,9.

(Отметим, что для пленочного болометра, ширина которого 3 мм,

для данных параметров к. с. в. н. «^ 1,05. [4]).
Чтобы выяснить, когда |Г| = 0, решим это уравнение. Для этого

приравняем к нулю числитель выражения (38).
х г _і_ уз + 5 _ 4х -'- 2 (х — 2) cos 2у/ i- 2у sin 2yl = 0.

Из полученного соотношения определим х как функцию у и I.
Хі, 2 = 2— cos 2yl ±i(y + sin 2yl). (31)

Подставив л: 1; х г в выражение (38), убедимся, что первый корень

следует отбросить.
Таким образом, для получения хорошего согласования необходимо,

чтобы х было комплексным. Это означает, что сопротивление R должно

быть не чисто активным, а со-

держать на с. в. ч. реактивную X;R г

составляющую.

Ісм

Рис. 7. Зависимость к. с. в. н. от

/ — расстояния между нитью и
поршнем.

0

_х

2,

1 2 3 4- 5 сі.мк

Рис. 8. Зависимость активного R' и реактив-
ного X' относительного сопротивлений от диа-

метра нити:
1 - X'; 2 — R'.

На практике важно знать относительное сопротивление, которое

представляет нитяной болометр в волноводе. Для простоты рассмотрим

случай / = Тогда [5]

іу-
іу + 1

Выражение для активной составляющей относительного сопротивле-

ния R':

Я' =
1 а

lb
Y' я 2

4а 2
120я Хо. (32)

Выражение для реактивной составляющей относительного сопротивле

ния X' будет иметь следующий вид:

V
Х' = «L (іп^-_2 + 2/-о)-ж-Kg \ яг " J 4Ь

X 2
4а 2

120я Уі. (33)

На основании этих выражений был получен график зависимости R' и X'
от радиуса болометра (рис. 8).
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Зависимость коэффициента отражения болометрической головки

от температуры

При помещении металлической нити в волновод и использовании

ее в качестве болометра нить нагревается. Поэтому интересно выяснить

влияние нагревания нити на согласование.

Для этого следует определить А(|Г| 2 ):

A { \r\*)-~-\rTo + jj-dT

Зависимость Г от Т определяется зависимостью R от Т:

R = R 0 (l+W).

Следовательно,

где

Определим — -

Очевидно, что

Определим

Обозначим

Тогда

(IT
dT

JT_ _dx_
dx ' dT

dT_
dx '

a =
dx
dT

dT
dx

a

2b

X, V' A, 2
4a 2

120я tfofV

rn¥^rd? T T .+
dT
dx

dx

r ^ + -^r dx

a ± = 2 cos x — 1-х cos % — у sin %;

p\ = 2 sin x + у sin i — x sin x;

a 2 = x — cos %;

p 2 =•. у + sin x;

a 3 = (cos x — 1)2 cos x dx;

P 3 = (1 — cos x) 2 sin x dx.

4-r P?
РІ

Гг. + ^d, Й
«I + PI

.)

+

"1+ Рз + 2 «3 ( a la 2 - PlP 2 ) + 2 P 3 ("lP 2 + « 2 P

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

A (| Г I 2 );
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Отсюда
4 (1 — cos у) 2 to) 2 + Ых (1 — cos х) [(cos 2 % — sin 2 %) {x 2 + if — 2x) +

А/1Г - |Л ___________________ + (2cos X -l)(l+2ysinx)] ___________________

(«2+P2 J

Очевидно, что знаменатель и первое слагаемое числителя положительны.
Знак второго слагаемого числителя определяется значениями х, у, %.

Значительная часть приведенных выше результатов была подтверж-
дена экспериментально. Хорошо совпали теоретическое и эксперименталь-
ное значения к. с. в. н. (г), R' (г), X' (г). Экспериментальные поиски воз-
можностей улучшения согласования привели также, как и теория, к мысли
о компенсации реактивной составляющей, обусловленной малым радиусом
стержня, введением емкости в сечение волновода, содержащем болометр.
Г. Г. Петросян для этой цели был предложен металлический стержень пере-
менной высоты, который имеет значительную емкостную составляющую
сопротивления [5]. С той же целью — улучшить согласование узкого
пленочного болометра применялась кварцевая трубка, которая на с. в. ч.

ведет себя, какпараллельная емкость. Коэффициент отражения болометри-
ческой головки при помещении болометра в такую трубку уменьшается,
согласование становится более широкополосным [6].
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М. Е. ГЕРЦЕНШТЕЙН, Н. П. ВЕРХОВЫХ

УДК 621.317.75

ОБ ИСКАЖЕНИЯХ ИМПУЛЬСА, ВНОСИМЫХ ОТКЛОНЯЮЩЕЙ

СИСТЕМОЙ ОСЦИЛЛОГРАФА БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ

Рассматривается вопрос о линейных искажениях импульсов, обусловленных
такими отклонениями от идеальности в отклоняющей системе электронно-лучевой
трубки как наличие различного типа рассогласований на конце системы, неточность

установления ускоряющего напряжения и дисперсия.

Приведены расчетные осциллограммы искажений идеальных прямоугольных

импульсов при различных соотношениях между длительностью импульса и временем
пребывания электрона в отклоняющей системе.

В настоящее время в ряде областей физики и техники необходимы
не только визуальные наблюдения быстропеременных процессов, но и изме-

рения различных параметров [1—5]. Основным методом наблюдения еди-

ничных быстропеременных процессов является осциллографирование
бегущей волны с помощью электронно-лучевой трубки (ЭЛТ). Однако
погрешности, вызванные неидеальностью отклоняющей системы ЭЛТ,
в литературе не рассматривались.

Рассмотрим вопрос об искажениях импульсов, обусловленных этой

причиной, причем ограничимся только линейными искажениями. Нели-
нейностью, возникающей при импульсе с большой амплитудой, пренебре-
гаем. При этом предположении отклонение луча на экране трубки можно

записать в виде интеграла Фурье:

00

Ш=,І J К(ѵ>)Е{<й)<**Ыѵ, (1)
-----00

где К (со) — спектральная чувствительность трубки по отклонению;

Е (со) — спектр исследуемого сигнала.

К (со) определяет частотную характеристику системы. Для идеаль-

ной системы должно быть /<"(©) = const е~1в> («0.-Н0 , сигнал передается

без искажений с запаздыванием на время, равное времени пролета элек-

трона через отклоняющую систему т 0 и от конца отклоняющей системы

до экрана х г .

Для реальной системы положим

/((со) = const [1 — a(co)]e- to < i;»+ti); |<х(со)]<1. (2)

Искажения в отклоняющей системе бегущей волны отсутствуют,

если во всем диапазоне частот выполнены следующие условия:

1) есть только бегущая волна, нет отражений на входе и от конечной
нагрузки;

2) нет дисперсии в отклоняющей системе, т. е. волновой вектор

и ш J.
й - -^— . г Д е Щ — фазовая скорость волны, не зависящая от частоты;
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3) нет потерь;
4) скорость электрона ѵ эл = ѵ ф ;
5) нет периодической структуры, в отклоняющей системе существует

только одна пространственная гармоника;
6) волновое сопротивление отклоняющей системы не зависит от

частоты.
В реальной системе эти условия выполнены лишь приближенно.

Степень неидеальности реальной системы (1—6) может быть установлена
косвенными методами: «холодными» измерениями ЭЛТ без подачи на трубку
напряжений; расчетом; снятием частотной характеристики \К (и)|. Наша
цель _ связать результаты косвенных методов с искажениями импульса.
Искажения за счет невыполнения каждого из условий (1—6) можно

рассматривать отдельно.
Мы будем рассматривать переходную функцию отклоняющей системы.

Если эта функция известна, то для произвольного сигнала отклик полу-
чается простым интегрированием его разложения по единичным функ-

циям. Спектральная функция единичной ступеньки равна f (ю) = -т^- [6 ].
Рассмотрим сначала влияние на переходную функцию отражения

от конечной нагрузки. Уравнение движения электрона в направлении
оси у, перпендикулярной оси отклоняющей системы, будет:

dt 2 т

—2іЫ Е 0 ёН а + кѵ эл)* (3)

где г 0 — комплексный коэффициент отражения от конечной нагрузки;
/ — длина отклоняющей системы; начальные условия уравнения (3)

. будут:

У (t 0 ) = 0, у' (t 0 ) = О,

где t 0 — момент влета электрона в систему.

Пусть т 0 = —------ время пребывания электрона в отклоняющей

системе при ѵ эл = иф .

После первого интегрирования получаем:

г/'И =
е£ о т о e iat 0

I _І£_ (со-Д;и эл ) Sin -£- ( СО — кѵ эл )
е __-----------+

-£- (со — 1гѵ эл )

+ Т0е

_Ѵ (и>-3*і> эл ) sin-^- (со + кѵ эл )

-f«o + п)
(4)

В случае отсутствия дисперсии k = —— и при ѵ эл — иф

е 2іют 0 __ j

У («>\ __ е£ от о еш„ 1 1 і r 0e~ 2l<ot °
2ШТ„

Второе интегрирование дает:

«/(«>)
еЕ п %О L 0 giato

т
— 4- Г

2 '

е—2іа>Хо I е 2іит„ __ ]

0 2ішт 0 \ 2г'сот 0
(5)
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Как видно из рис. 1, полное отклонение равно

К (со) = г,' (со)— f у (а); |г/(со)|«о!, (6)

L — расстояние от отклоняющей системы до экрана;

d — ширина зазора в отклоняющей системе.

Если у я« d, то возникают нелинейные искажения из-за неоднород-

ности поля в замедляющей системе и при прохождении электронов через

послеускоряющую систему.

Легко показать, что вторым слагаемым можно пренебречь. Тогда
для К (со) получим

К (со) = = -£&•/■! + Г 0е- 2 '»*. g2T°rMe-' a <'•+<•>.
тѵ эл 2г'шт 0

W

(7)

Fit)
J

l o Ч 3T.+J,

Рис. 1. Схема отклоняющей системы Рис. 2. Искажение импульса для
случая емкостной проводимости на

конце системы. (Здесь и в осталь-

ных рисунках искажения для на-

глядности увеличены.)

Для коэффициента отражения имеем [71:'

г — ^ — w
0 ~~z~+b' (8)

где Z — сопротивление нагрузки;

w — волновое сопротивление спирали.

Рассмотрим различные частные случаи рассогласования на конце

системы. При емкостной проводимости имеем:

Г 0 =
гшт„

2+7^' г д е т « = яс к = ы-

Обозначим отклонение на экране Y (/) = eE ° r ° L еш °Р (t). Тогда

№ =

о,

і -
4т 0

1-е т«
((-Т 0 -Т[)

т 0 + Tj < t <3r 0 + ті; -

t d -^-('-3T »-ti)
1 -^е т «

4Тп -е TRJ' />3т 0 + т1 ..
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Зависимость F от t показана на рис. 2. Структура формул для
F (0 во всех случаях аналогична, поэтому будем приводить только

графики.
Как видно из рис. 2, при наличии отражении на конце системы иска:

жается форма переходной характеристики. Максимальный спад плоской
части кривой определяется величиной

AF = —-^ Г max 4Тп
1 — е

4Т 0

' X R (9)

Как видно из формулы (9), фронт импульса не меняется.'
Можно показать, что аналогичное искажение импульса происходит

и при последовательной индуктивности нагрузки при этом в формуле (9)
AF меняет знак. При т 0 «і 2- Ю- 9 сек и т* = 0,32- 10 "; 0,32-10 ^ сек
(что соответствует к. б. в. =0,8 при X = 3 еж, и к б. в = 0,8 при К -
= 30 см) получаем, соответственно, &F mia «* 0,04 /о; 0,4 /о.

Отклик на импульс в виде единичной ступеньки для случая, когда
отклоняющая система нагружена только на активное сопротивление,

отличающееся от волнового, пока-
зан на рис. 3. При г>3т 0 + т 1

все нестационарные процессы исче-
зают и искажений не происходит.

Для реальных отклоняющих си-
стем характерны многократные отра-

жения, при учете которых получаем:

/С(сй)~е !'м(т «+Ті) 1 +

+ Г,е- 2;ы

+ Г?Г2е- 4 '*'

,2і(0Т 0 ___ ]

2гсот 0

„2£шТо

Г,Г2 е -ІіЫ +

2шТо
,(Ю)

Рис. 3. Искажение импульса в случае,
когда система нагружена только на актив-

ное сопротивление.

где т\ — коэффициент отражения от конечной нагрузки;
Г 2 — коэффициент отражения от начала линии.
Каждый следующий член через промежуток времени 2т 0 вносит посте-

пенно убывающую добавку. В прецизионных трубках должно быть
Г ХГ 2 «1.

Найдем теперь искажение переходной характеристики, если о, л —
= „ л _j_ ь), т. е. при установлении напряжения сУуск допущена отно-
сительная ошибка, равная 2 в. Для К (со) при Ь > 0 имеем:

К (со)
.— 1(0 (То+Т,) 1 —е

- ШХ0 Ь

іа>х а Ь
Ч-Гп

-ІЮХоЬ -2;што (i+fc)

шт 0 (1 +Ь)
(11)

Переходная функция при наличии рассогласования типа емкости показана
на рис. 4, а. В этом случае появляется запаздывание фронта на т 0 Ь, вызван-
ное завалом высоких частот. Фронт остается линейным. Изломы осцил-
лограммы несколько смещаются во времени. Максимальная амплитуда

искажения равна

д р = ____ 2___ 1 __

2т о
■ —2 (2+Ь)

(12)
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т. е. увеличивается с ростом Ь. Если Ъ <0, то линейность фронта нару-

шается (рис. 4, б). ѵ *

Искажения импульса' удобнее всего исследовать графически пред-

ставив импульс в виде разности двух сдвинутых единичных ступенек.

Г/Г, Х 0 (ПЪУХ, Г„(3*2ЬЩ
Ъ +ѵоМ^о% Tg (3+2b)n f

5

— t

Рис. 4. Искажение импульса для случая емкостной проводимости на конце

системы и наличия рассогласования ускоряющего напряжения.

7 >2Т,

^^^

В качестве примера на рис. о приведены расчетные осциллограммы иде-

альных прямоугольных импульсов при различных соотношениях между

длительностью импульса Т и временем пролета электронов т 0 У
Рассмотрим теперь влияние на

искажение импульсов дисперсии

замедляющей системы. В этом слу-

чае необходимо учесть зависимость

фазовой скорости от частоты и на-

личие полос запрета, в которых

волны не распространяются. В
простейшем случае отклоняющую

систему бегущей волны можно из-

образить в виде простейшей модели

фильтр-цепочки нижних частот из

сосредоточенных постоянных. За-
кон дисперсии такой линии можно

представить в следующем виде:

.Y = 2arcsin4-(^), ^

где у — фазовый сдвиг на звено.

2со 0 равно частоте запирания спи-

рали. Для о < 2оо 0 верно раз-

ложение

Т=2Т,

Т<2Т,

U^^>^' _

Рис. 5. Искажения прямоугольного импульса

для различных соотношений между длитель-
ностью импульса Т и временем пролета эле-

ктронов т 0 .

ѵ = — + — (— X (14)

где 2со 0 — частота, при которой
ѵ разложение теряет силу.
Учет этого обстоятельства приведет к тому, что в формуле обращения

интеграл будет взят в пределах от -2со 0 до +2со 0 , и закон дисперсии

будет подчиняться формуле (14). При малой дисперсии, применяя разло-

жение в ряд, получаем для AF (t) = F (t) — 1:
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bF (t) = — si (2а> 0 Г,) + A ----- -^
sin(2co 0 7 , 1 )

L со 0 Ті (cooTi) 2 J

D Г2 sin (2со 0 7 г ) . 2cos(2co 0 T 1 ) sin (гсорГх) 1 ____ 1_ / lg \

~ B [ ------ «^ h " (соо^)» (сОоТ^ J 2' V ;

где si x — интегральный синус [91; T 1 =t— x 1 2" \ 1 "^" Цм^ j '

/ x — шаг спирали;
A <=& 2,3; Б я« 0,2 — постоянные коэффициенты.

Так как всегда 2а 0 Т 1 > 1, то приближенно получаем:

^~^Э? І ( 1+ 4Я.) + 4В^5^. 06)

Вершина переходной характеристики осциллирует с очень большой
частотой 2со 0 , что практически приводит лишь к небольшому увеличению
ширины линии на плоской части осциллограммы. Завал высоких частот
приводит к размыванию фронта волны на время ~<в0 '•

В заключение отметим следующее. В готовых приборах часто про-
веряют равномерность частотной характеристики отклонения |Л(со)|.
Спектр видеоимпульса содержит большое количество спектральных ком-
понент и изображение импульса получается в результате сложения этих
компонент в различных фазах. Поэтому для перечисленных выше примеров
погрешностей амплитуды импульса AFmm и коэффициента передачи выпол-

няется соотношение

AFmax «kH|. (17)
Например, для емкостной проводимости

х [ -—\ sin шт.
AF = --*- 1 — е *«]• I а(со)| = ---- ° , .

т. е. с большой точностью выполняется условие (17). Таким образом,
требование равномерности частотной характеристики является более
жестким.

Литература

1. Б у к и н А. Н., Филиппов М. М., Исаев А. Э. Осциллографирование
колебаний сверхвысокой частоты, ЛГУ, 1963.

2. Льюс И., Уэльс Ф. Миллимикросекундная импульсная техника, М.,

" ' 3. Стекольников И. С. Электронная осциллография кратковременных про-
цессов, М.— Л., Гостехиздат, 1952.

4 Чернушенко А. М. Применение замедляющих систем для отклонения элек-
тронного пучка в осциллографических трубках, Радиотехника и электроника, Ь, 1959.

5. С т а х о в Е. А. Установка для осциллографического наблюдения К.ЬВ в с. в. ч.-
трактах, Измерительная техника, 11, 1960.

6. X а р к е в и ч А. А. Спектры и анализ, М., Гостехиздат, 195/.
7. Справочник по волноводам. Изд-во «Советское Радио», 1952.
8 Б о с ы й Н. Д. Электрические фильтры, Киев, Гостехиздат УССН, 1У55.
9 Янке Е. иЭмде Ф. Таблицы функций, М.— Л., Гостехиздат, 1948.

Статья поступила 30 ноября 1964 г.



III. ФИЗИКА АТОМНОГО ЯДРА

В. А. БЕЛЯКОВ, С. В. ХУДЯКОВ

УДК 539.143.44

КВАДРУПОЛЬНЫЕ МОМЕНТЫ

ОКОЛОСФЕРИЧЕСКИХ ЯДЕР

На основе теории конечных ферми-систем вычисляются квадрупольные моменты

оолынои группы нечетных ядер. Расчеты хорошо согласуются с эксперименталь-
ными данными

В последнее время в работах А. Б. Мигдала и сотрудников [1—8]
развивается и успешно применяется для описания основных и низко-

возбужденных состояний ядер теория конечных ферми-систем. Значи-

тельным достижением этой теории является объяснение эксперименталь-

ных значений магнитных моментов большой группы ядер [5].

В настоящей статье по аналогии с работой [5] теория конечных

ферми-систем применяется для вычисления квадрупольных моментов

нечетных ядер. Рассматриваются ядра, которые можно представить как

четно-четный сферический остов плюс нуклон (нуклонная дырка).

Сильное взаимодействие добавленного нуклона (дырки) с нуклонами

остова приводит к тому, что квадрупольный момент ядра, вызванный до-

бавлением нуклона (дырки), существенно отличается от одночастичного

значения. Уравнения теории, используемые в данной работе, точно учиты-

вают это взаимодействие и позволяют вычислить квадрупольный момент,

индуцированный частицей (дыркой).

Изменение квадрупольного момента ядра 6Q при добавлении к ядру

нуклона определяется выражением:

6Q = S P 6qpQ, (1)

где 6qp- — изменение матрицы плотности протонов в ядре;

Q — оператор квадрупольного момента.

Если ядро, к которому добавляется частица (дырка), сферическое,
то 6Q совпадает с квадрупольный моментом рассматриваемого ядра!
Далее будем рассматривать только такие ядра.

Из сказанного выше следуют ограничения на рассматриваемые ядра:

1) ядро должно иметь квази-частичную (квази-дырочную) природу;

2) исходное четно-четное ядро должно быть сферическим.
Этим условиям прежде всего удовлетворяют ядра «маг» и плюс (минус)

один нуклон. Сюда же можно отнести многие ядра, у которых на запол-

няющейся /-подоболочке имеется один нуклон или одна нуклонная дырка.

Для таких ядер, как правило, исходные четно-четные ядра являются сфе-

рическими. Условия сферичности исходных четно-четных ядер нарушаются

только для ядер редкоземельных элементов и трансуранов. Среди ядер
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с А < 100 имеется около 50 изотопов, удовлетворяющих поставленным

условиям.
Удобнее выражать 6Q не через изменение протонной матрицы плоу-

тіг\\ - \Тр(®
ности, а через матричный элемент квадрупольнои вершины ЦЦ) — j ,q^ ■

Величина Т (Q) вводится по аналогии с Г (а) [5]. При добавлении протона

<А, 0 |Г (Q)|^o> s Тр Л ° дает квадрупольный момент ядра, (к 0 — сово-
купность квантовых чисел п, I, j, m, описывающих состояние добавленного
протона). При добавлении протонной дырки Т хр ° и дает величину квадру-
польного момента с противоположным знаком.

Т (Q) в ^-представлении удовлетворяет уравнению:

^ш = г «*і*. + 2 < Ш I а2т<л 1 и ' > Щ' 7 ™; ■ (2)

Величины, входящие в уравнение (2), являются матрицами:

TV \ 0

,,.. ;n\_(2}/^rw 2o{Q , ф)

рСО рШ \
1 РР 1 Р"j

рСО рСО 1
J- np L пп/

, L =

(LP 0'

\0 L\

pi pi
T е \ Ё Л' + 44'

Гш ==

Дг= 244,(4 + 40

< U%2 1 Т% | U' > = 1 [фіі, (гі)]* ФІ 2 (г 2 ) х

х Г&'(гі, га, гз, г 4 ) [фІ(гз)]*Фг [rjdridndrzdri.

Индексы і, /г могут принимать два значения: /г — соответствует ней-
тронам, р — протонам, ф! (г) — одночастичная волновая функция
нуклона, а — констант а перенормировки.

Ё{ = ]/"(еІ) 2 -Ь (А!) 2 ; А — нуклонные одночастичные уровни энер-

гии, отсчитанные от химического потенциала [і\ А*, == аДад • Ди — Диа-
гональный матричный элемент амплитуды перехода нуклона в дырку

плюс конденсатную пару. . .

Для скалярных вершин затравочная вершина не перенормируется Lp J,
поэтому в нашем случае Т а просто совпадает с затравочной вершиной

0

Г<° характеризует взаимодействие нуклонов, причем учитывается взаимо-

действие нуклонов не только одного, но и разного сорта: Г„р = Г р „ + 0.
Г ю не может быть найдена теоретическим путем и описывается вводимыми
в теорию константами. Эти константы должны быть определены из срав-
нения теоретических расчетов с данными эксперимента. Одним из крите-
риев правильности теории является .совпадение, констант, найденных
в результате рассмотрения различных явлений. Поэтому желательно рас-
смотрение различных свойств ядер в рамках теории. .
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Будем считать [5], что в г-представлении

J3W, = Г ш (г х ) б ( Гі - г 2 ) б (Гі - f ,) б (Гі - Г 4 ). (3)

Поскольку ядро представляет собой конечную систему, то взаимодей-
ствие нуклонов во внутренней и периферийной областях ядра существенно

различается. Во внутренней области эффективное взаимодействие носит

характер отталкивания Г ш = Г"х >> 0. В периферийной области ядра

между нуклонами действует эффективное притяжение Г ш = Г^ <0,

причем | Tfx I > | rf„|. Поэтому, несмотря на то, что периферийная область

мала / — —р | по сравнению с внутренней, она может быть существенна [1].

V Ат )
Предельные значения Г^ (г) при г -у оо можно связать с амплитудой

рассеяния двух частиц в пустоте на нулевой угол [9 ]. Эти значения вычис-

лены в работе [10].

Вид перехода от Г™* к Tfn также может быть найден теоретически.

Значение Tfn следует взять из сравнения теоретических расчетов с экспе-

риментальными данными.

В настоящей работе точное решение задачи о переходе от Tfn к Tfx
заменяется приближенным. Следуя работе [6], используем интерполя-

ционную формулу:

■I (л) = 1 in Н ----------------------------------------- • (4)
«о

Здесь Yfn и Г^ являются константами,

п (г) — плотность нуклонов в ядре как функция радиуса,

л о — средняя плотность нуклонов в ядре.

Г ш связано с безразмерными величинами / и g следующим соотно-

шением

(W»^='ff.qa&. (5)

Поскольку затравочная вершина Т а на спиновые индексы не дей-
ствует, то goo' не дает вклада в Т. Поэтому в формуле (4) для нашей задачи

достаточно ограничиться только /.Для определения / воспользуемся фор-
мулой (4). Следует отметить, что попытка решать уравнения теории, пре-

небрегая фактом интерполяции, т. е. считая, что /,-„ = fex = /, приводит

к противоречию. Знаки констант, определенные из изотопического сме-

щения и квадрупольных моментов, оказываются противоположными.

Использование интерполяционной формулы (4) позволяет с помощью одних

и тех же констант fin и fex достаточно хорошо объяснить как квадруполь-

ные моменты, так и изотопическое смещение [1].
Весьма существенным в задаче является учет парной корреляции.

Пренебречь ею, т. е. положить в выражении (2) А х = 0, можно только

для околомагических ядер, энергия парной корреляции у которых гораздо

меньше матового просвета. В отличие от многих работ, например [11, 12],
квадрупольные моменты вычисляются без введения квадруполь-квадру-

польных сил.

Решение уравнения (2) и обсуждение результатов

Для сферических ядер угловая зависимость точной вершины совпадает

с угловой зависимостью затравочной вершины (см, приложение), и урав-

нение (2) переходит в уравнение для радиальной части вершины.
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Из формулы (1. 12) приложения, положив L — 2, для радиальной
части вершины Т (г) [Т (Q) = Т (г) У20 (Ѳ , ф) ] получим уравнение

г ѵѵ = r w4 ^2jZ( ei / i; е ;/ь ^2) рГѵТХ.ѵ^. (6)

Ѵ 1 Ѵ 1

Здесь ѵ обозначает совокупность квантовых чисел п, I, \.
Раскрывая изотопические матрицы, получим

/W О Л/ 4Я (г 2 \ ѵѵ ' 1 ° 2 V Р Сг<Я"\ѴѴ' | 7 12 ,р т ѵ і ѵ і ,

ѵ,ѵ,

+ _^У'"(Г^)-', Z :>L- ТУ'; (7)

20л ^ v p/ v.v, v.v v.v. P '
v,v,

20л ^ ^nnAjV, %,v, v,v, "
1

* л
l v l

(Г,") ѵѵ ' определяется формулой (1. 13), Г 01 связана с / формулой (4).
Ѵ,Ѵ[

Искомая величина

ч^ШУШШ^Ш (8)
Верхний знак относится к квазичастичным ядрам, нижний — к квази-

дырочным.

Уравнение (7) решалось на электронно-вычислительной машине.

В качестве системы одночастичных уровней для нейтронов и протонов

использовалась схема Нильссона [13]. Величины А я и (д., входящие в L,
могут быть точно найдены в рамках теории. Тем не менее в качестве предва-

рительного приближения представляется интересным решить уравне-

ния (7), сделав некоторые допущения относительно Д^ и (х.

В настоящей работе предполагалось, что А£ = А р и Д£ = Л„ не за-

висят от индексов и являются одними и теми же константами для всех

переходов в рассматриваемом ядре. Значения \ір и \і п находились из при-

ближенного решения уравнений

n^J+Hf )'
(9)

Значения А л и А р брались из работ [11, 14 J .

Переходы, допустимые в формуле (7), определяются правилами отбора
для угловой части Т (Q), т. е. правилами отбора для Y 20 (Q). При решении

уравнения учитывались переходы через одну оболочку, между соседними

10 Заказ 633 145



оболочками и внутри одной оболочки. В качестве радиальных волновых
функций использовались осцилляторные радиальные функции. В фор-
муле (4) плотность нуклонов бралась в виде

где а= 1.55/- 1 , R 0 = 1,2Лз/.
Результаты решения уравнения (7) приведены в табл. 1 и 2 (см.

приложение). В табл. 1 даны результаты решения (7) для ядер с нечетным
протоном, в табл. 2 — для ядер с нечетным нейтроном.

При расчетах полагалось, что fnn = /*". Для ядер с А <50 расчеты

проводились при /gf = 1,3, /w = —3,2, f% = 0,6, fl£ = -2,6. Для ядер

с А > 50 /w = 1,3, fPP = —2,9, ft? = 0,6, fne P = —2,3 (см. рисунок).
Как видно из таблиц, при указанных значениях констант полученные

результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными.
Если произвести расчеты для всех ядер с одними и теми же

константами, например, /£? = 1,3, /" = -3,0, ftf = 0,6, /*р = -2,4,
то для ядер с А <50 получаются заниженные, а для А > 50 завышенные
значения квадрупольных моментов. Однако и при этом вычисленные зна-
чения не более чем в два раза отличаются от экспериментальных значений.
Наблюдаемая зависимость f от Л связана с выбранной моделью.

Значения пустотных констант fex в значительной степени зависят
от поведения волновых функций в области размытия ядерного потенциала.
Осцилляторные функции в этой области затухают несколько слабее, чем
реальные функции в ядре. Поэтому интерполяция в осцилляторной модели
влияет на результаты расчетов сильнее, чем в более реалистических
моделях, например, в модели Вудса— Саксона. Если для легких ядер
А < 40 различие волновых функций в осцилляторной модели и модели
Вудса— Саксона очень незначительно, то при А > 50 различие становится
существенным. Это приводит к тому, что наши расчеты для А > 50 дают
заниженные значения пустотных констант. Источником неточностей в на-
ших расчетах является также предположение, что радиус ядра и радиус

интерполяции даются соотношением R 0 = г 0А 3 /, где г 0 = 1,2. На самом
деле величина г 0 = 1,2 является средней для осцилляторной ямы. Действи-
тельные же значения г 0 для ядер в осцилляторной модели колеблются
около этого значения. Повысить точность расчетов можно было бы, найдя
более точные значения А и \і. Предположив Д = const, это можно сделать,
следуя работе [15]. Однако расчеты показывают, что при А больше или
порядка расстояния между уровнями вблизи ферми-поверхности решение
слабо зависит от А и приближение А = const является вполне удовлетво-

рительным.
Решение уравнения (7) не меняется, если одновременно изменять fln

и /«, но так, чтобы приращения f ln и fex , Af ln и Af ex были связаны соот-
ношением Af ltl = Щ ех , где k — константа. Более того, в наших рас-
четах по осцилляторной модели, k с хорошей точностью оказывается
одной и той же константой для всех ядер (см. рисунок).

Постоянство k для всех ядер приводит к неоднозначности при выборе
констант. Значение ядерных констант ffP = 1,3, f 1̂ = 0,6 были выбраны
для согласования сданными работ [6], [8]. Отличие пустотных констант,
используемых в данной работе, от констант, приводимых в работе [6],
связано не только с выбранной моделью, но и с тем.^что мы не ограничи-
вались при решении уравнения (7) первой итерацией.
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Из таблиц видно, что рассчитанные значения Q в общем хорошо
согласуются с экспериментальными значениями. Характерно, что для

ядер, у которых заполняется подоболочка Ы_5_ получены большие зна-

чения Q. Это находится в соответствии с экспериментальными данными

о деформации ядер в этой области (изотопы Mg и А1). В то же время при

заполнении подоболочки ld^Q невелики
2 I рр

(изотопы S, С1, К), хотя одночастичные

значения Q для Ids и ld 3 отличаются не- -t,s
т т

значительно.

Известно, что схема Нильссона дает

иногда не только неправильные энергети-

ческие разности между одночастичными

уровнями, но и неправильный порядок

следования одночастичных уровней. Это,
в частности, относится к подоболочкам
1/б и 2р з • Поэтому при рассмотрении

ядер, у которых заполнялись указанные

подоболочки (изотопы Ni, Си, Zn, Ga),
значения их спинов брались из экспери-

ментальных данных, хотя энергетические

разности вычислялись по схеме Нильс-
сона. Это практически не повлияло на

результаты, так как значение А больше
расстояния между соответствующими уров-

нями и неточность в их расположении

слабо влияет на решение равенства (7).
Особый интерес представляет ядро

Nb 93 . Это единственное ядро среди ядер
с протонной частицей (дыркой), для которого экспериментальное зна-

чение квадрупольного момента меньше одночастичного. Расчет квадру-

польного момента по схеме Нильссона дает значение Q больше одночастич-

ного. По всей видимости, причина этого заключается в том, что схема

Нильссона дает завышенное значение энергетической разности уровней
1^5 и 2^5- Уменьшение этой разности приводит к уменьшению вычисляе-

мого значения Q. В пользу целесообразности уменьшения этой разности

свидетельствует хорошо известный факт, что спаривание частиц приводит
к значительному понижению энергии одночастичных уровней с большим
моментом. В ядре Nb 93 , кроме заполненной оболочки, на подоболочке 2d^

2

имеется четное число нейтронов, поэтому для уровня 2d 5 этот эффект может
Т

оказаться существенным.

Выводы

Часть результатов, полученных в работе, связана со сделанными допу-

щениями и принятой моделью, а часть носит общий характер.
Расчеты подтверждают тот факт, что величины / с достаточной точ-

ностью можно считать одними и теми же константами для всех ядер.
Однако численное значение констант связано применяемым в работе
приближением. Действительно, с одной стороны, осцилляторные функции
являются хорошим приближением только д^ія легких ядер, а с другой
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стороны, введение интерполяции является не вполне корректной про-

цедурой в осцилляторном потенциале, для которого о радиусе ямы можно

говорить только условно. Тем не менее проведение расчетов для двух групп

констант нам представляется целесообразным, поскольку в настоящее

время схема Нильссона широко используется в ядерных расчетах и для

нее желательно знать константы, использование которых приводит к наи-

лучшему согласию с экспериментальными данными.

Отмеченная ранее неоднозначность в выборе /,„ и feK (постоянство k
для всех ядер в формуле для Л/) связано с применяемой моделью.

Подчеркнем несколько результатов, носящих общий характер и не свя-

занных с принятыми упрощениями.

Первая итерация уравнения (7), как правило, очень далека от точ-

ного решения, поэтому ограничиваться первой итерацией можно только

в. исключительных случаях.

Нельзя также при решении задачи ограничиваться одним типом

частиц. Нейтронная и протонная суммы дают в решении слагаемые одного

порядка (см. таблицы).
Для ядер с незаполненными оболочками очень существенным является

учет парной корреляции. Без учета спаривания невозможно добиться
результатов, удовлетворительно согласующихся с экспериментальными

данными при предположении, что / постоянно.

В заключение авторы выражают признательность профессору
А. Б. Мигдалу за внимание к работе, а также благодарят М. А. Мику-
линского, Г. Г. Бунатяна, М. А. Троицкого, В. Гольдберга за полезные

обсуждения.

Приложение

Для сферических ядер уравнение (2) можно значительно упростить,

используя вырождение одночастичных энергетических уровней по проек-

ции момента т. При этом оказывается, что угловая зависимость точной
вершины совпадает с угловой зависимостью затравочной вершины,, и урав-

нение (2) сводится к уравнению для радиальной части вершины. Покажем,
как проводится упрощение (2), на примере уравнения для одного типа

частиц. В уравнении для двух типов частиц упрощение выполняется

аналогичным образом.
Рассмотрим уравнение для вершины с затравкой gf (г) Y LQ (n)

(уравнение для квадрупольной вершины получится, если положить

gf (г) = 2 у ~ г- и L = 2). Будем считать, что Г<° (ги : г 2 , г 3 , г 4 ) опреде-

ляется формулой (3). Тогда уравнение для Т (г) в r -представлении запи-

шется:

Т (г) = g» (г) Y LQ (n) 4- а 2Г" (/-) 2 Фі, (г) Пі (г) L Kil T l ' l\ (1.1)

Решение уравнения (1. 1) естественно искать в виде:

Т(гЩ ёі; (г)Ѵ к0 (п). ( 1.2)

Подставим это выражение в (1. 1), умножим левую и правую части

полученного выражения на YM0 (n) и проинтегрируем по углам. Вслед-
ствие ортонормированности шаровых функций для g k (г) получим

£м (Г) = §1 (0 8 lm Ж: а2Га $ 2 1 ФІ, С) Фа 2 (г) Ym 0 (я) dn х
Л1Л2

?^;ЙяЩ^ЙЙ^о}Й^' (1.3)
к
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f 1 при L = M

Ьш \ 0 при L Ф М

Для дальнейших преобразований необходимо воспользоваться явным

видом угловой зависимости одночастичных волновых функций. Одно-
частичные волновые функции в сферическом ядре определяются выра-

жением:

%ііт (г) = #„// (г) Q tjm (я), (1.4)
где R nlj (г) — радиальная часть волновой функции;

Q ljm (re) — шаровой спинор.
Его компоненты связаны с шаровыми функциями соотношением

(%-ащ=ѵ? ± &*а1$ (1 - 5) "
Ііпг — \>, 2 ц

С[%% еіт % — коэффициенты Клебша— Гордана, jx принимает значения ± 1/2.
Подставим в (1.3) выражение для одночастичных волновых функ-

ций (1. 4). Получим

8м CI = §1 (О b LM + а2Г (г) S Я ЛіЛ/,(г) *„/,, ,, (г) х

X

X

X1 % m№%ir> (я) nw о (») f«^ 1/i; ^; ? I f*w
Kin <tf 8k^ r '4r' 1 Шіт {п ' ] %!** {n ' } Y^ n ' ] dn '- (1 • 6)

Величина Ь^% г зависит от одночастичных энергий в&в*,. Опустив в (1. 6)
индексы т^т г у L^k,, мы воспользовались вырождением одночастич-

ной энергии по проекциям полного момента.
Теперь в выражении (1. 6) можно выполнить суммирование по т ъ т 2 .

Для этого воспользуемся формулой, выражающей входящие в (1.6)
угловые интегралы через 3 — у и 6 — / символы.

3m l +i\+U+k+ -г-

XJ m^W^UUrn^YboWdn = (-1)'

X [~(Zk + 1) (Zt t Ф 1) (Zh + 1) (Zh + \)(Zk f 1)]

^2& \ / /l І2 &
/1/2 &

x w ПУ2 : ,, l • (1-7)
0 0 0/ \т хт г Ъ) \ккy

Из свойств 3 — / символов следует, что интеграл (1. 7) отличается от нуля
только при т 1 = т 2 . Поэтому в формуле (1. 6) следует положить т х = /л 2 .

Подставляя выражение (1.7) в (1.6), получим

g„ W = 81 ('1 * LM + « 2 Г Ш (0 2 Я Ѵі (О /? ѵ , (г) £ ѴіѴ X
ѴіѴ 2 А

•* V о о о )\ о о о/ |Уі \\ I Уі т J ^ Ui-
Здесь ѵ обозначает совокупность квантовых чисел п, I, /, а £^ ѵ '- — матрич-

ный элемент g k (г) по радиальным функциям. При суммировании по т х

воспользуемся свойством ортогональности 3— /■ символов:

к h U \ { Ш 2 ' 3 \:1/аі . ІЧ-Ъ

mi m 2 ч х L 6
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где б 0'іЫз) = °. если /і/а/з не удовлетворяют условию треугольника,
и равно 1, если они удовлетворяют -этому условию. Тогда (1. 8) пере-

пишется:

ём (г) = gf (г) b LM + аЧГ (г) S Я Ѵі (г) R v , (г) >

I 2 ( /і/ь /2 /2 ; y AM

ѴіѴ 2

2

X
4я (2/W + 1) VlV2 ём '

(1.10)

Здесь Z — функция, введенная Биденхарном, Блаттом и Роузом (см.,
например, [16, 17]).

Z(abcd; ef) = i f~ a+c (- l) 2D + 6 + d X

±1acf\ (abe)
X [(2a + 1) (2b + l)(2c + 1) (2d + 1)(2/ + 1)] » Ц 0 ] (^} . (1.11)

(1. 10) представляет собой интегральные уравнения для £ж , причем

неоднородность уравнения отлична от 0 только при L = М. Поэтому
отличным от 0 будет только решение для g L (г), а полная вершина имеет

вид T(r) =gL (r) YL0 (n).
Таким образом, угловая зависимость полной вершины для сфериче-

ских ядер совпадает с угловой зависимостью затравочной вершины Т а (г).
Обычно в задачах достаточно знать не g L (г), а только матричные

элементы g L (г) по радиальным волновым функциям g vL lV*. Из (1. 10)

для gliV * легко получить

о-ѴіѴг яga.v.v. + a* /jC'
Z ( //7 /, т L

4n(2L+ 1)
L vv ,gr', (1.12)

где

r SvV -lVz = j К ('Ж, ( Г )ГИ (r)R v (r)R v , (r)r4r. (1. 13)

Таблица 1

Квадрупольные моменты ядер с нечетным протоном

Ядро i A P »p д я H 4 Q 1 "теор ^эксп
2 Л

6 В" 3/2 0 0 +0,022 0,019 0,068 0,053 0,1
13 А1 25 5/2 0,20 3,49 0,19 3,40 0,058 0,078 0,34 — 0,9

ізАІ 27 5/2 0,20 3,49 0,21 3,50 0,060 0,076 0,24 0,15 0,8

ізАІ 29 5/2 0,20 3,49 0,14 3,58 0,061 0,0?4 0,23 — 0,7

17 С1 33 3/2 0,14 3,57 0,15 3,58 —0,045 —0,049 —0,10 — 0,6
17 С1 35 3/2 0,13 3,57 0,16 3,71 —0,046 —0,048 —0,077 —0,079 0,5
17 С1 37 3/2 0,14 3,57 0 — —0,047 —0,046 —0,066 —0,062 0,6

іэК36 3/2 0 — 0 — 0,047 0,048 0,062 0,070 1,1
idK 41 3/2 0 _ 0,18 4,04 0,048 0,048 —0,068 —0,085 0,5
2iSc« 7/2 0 — 0 — —0,10 —0,12 —0,14 — 1,6

7/2 0 — 0,18 4,14 —0,11 —0,12 —0,17 — 0,5
S C 4B 7/2 0 — — — —0,11 —0,12 —0,22 — 0,2

27 Co 57 7/2 0 _ 0,12 4,34 0,12 0,14 0,49 — 0,7

27 C0 89 7/2 0 — 0,15 4,42 0,12 0,14 0,53 0,5 0,6
2 9 Cu e3 3/2 0 _ 0,16 4,46 —0,072 —0,12 —0,27 —0,16 1,9

29 Cu s6 3/2 0 0,17 4,55 —0,072 —0,12 —0,23 —0,15 2,2
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Продолжение табл. 1

Ядро / A P "■P Д я H 4 Q} "теор ^эксп
*p

31 Ga«' 3/2 0,13 4,42 0,18 4,55 0,073 0,089 0,24 0,22 1,1
siGa<"» 3/2 0,16 4,41 0,18 4,66 0,074 0,090 0,17 0,20 1,5
siGa 71 3/2 0,17 4,41 0 — 0,075 0,090 0,15 0,12 1,7
збВг" 3/2 0,15 4,54 0,15 4,74 0,077 0,084 0,16 — 1,0
asBr 79 3/2 0,18 4,55 0,18 4,85 0,077 0,10 0,16 0,32 1,0
збВг" 3/2 0,14 4,54 0,19 4,90 0,078 0,078 0,18 0,27 0,4
збВгМ 3/2 0,13 4,53 0,18 4,99 0,079 0,076 0,20 — 0,3

3 7 Rb 86 5/2 0,18 4,67 0,11 4,93 0,11 0,10 0,17 0,29 0,3
3 7 Rb 87 3/2 0,10 4,61 0 i — 0,080 0,080 0,14 0,3
41 Nb 93 9/2 0 — 0 — —0,18 —0,30 —0,13 0,3

Примечание. А и |A даны в единицах йш 0 (йш 0 = 41 А /з ); q — одночастич-

ный квадрупольный момент; Q 1 — первая итерация уравнения (7); Q Teo p — точное решение
уравнения (7); Q 3Kcn — экспериментальное значение квадрупольного момента. (Величины q,

Q 1 . QTeop- Фэксп приведены в барнах). -^ — отношение протонной суммы к нейтрон-

ной в выражении (7).

Таблица 2*

Квадрупольные моменты ядер с нечетным нейтроном

Ядро І Д Р »p A n V n q' 1 ^теор ''эксп
2 p

2 n

8о 17 5/2 0 0 —0,011 —0,017 —0,026 7,0
12 Mg 25 5/2 0,21 3,39 0,20 3,50 0,026 0,18 0,15 1,7
14S1" 5/2 0,20 3,49 0,22 3,50 0,030 0,19 — 2,1
i*Si 31 3/2 0,21 3,49 0,14 3.58 —0,018 —0,063 — 2,9

сзз
16° 3/2 0,14 3,57 0,15 3,58 —0,019 —0,071 —0,064 3,3
Q35

16° 3/2 0,14 3,57 0 — 0,019 0,045 0,038 3,9
С37

16° 7/2 0,14 3,58 0 — —0,039 —0,093 — 3,6
isAr 37 3/2 0,15 3,69 0 — 0,013 0,029 — 4,0
18 Ar 39 7/2 0,15 3,70 0 — —0,031 —0,066 — 3,7
гоСа" 7/2 0 — 0 — —0,026 —0,051 — 3,7

20^^ 7/2 0 — 0 — 0,026 0,16 0,8

20^^ 3/2 0 — 0 — —0,013 —0,087 — 0,6

22-1 I 7/2 0,16 3,95 0 — 0,025 0,20 — 0,8
24СГ 3/2 0,17 4,14 0 — —0,26 —0,13
28 Ni 69 3/2 0 — 0,15 4,41 0,043 0,31 — 1,9
28 Ni el 3/2 0 — 0,15 4,42 —0,044 —0,14 1,8
soZn 67 5/2 0,13 4,33 0,14 4,64 0,034 0,10 0,18 2,9
soZn 71 9/2 0,13 4,33 0 — —0,054 —0,13 — 3,3
saGe 69 5/2 0,16 4,41 0,18 4,67 0,031 0,11 — 3,0

32Ge 73 9/2 0,18 4,41 0 — —0,057 —0,15 —0,20 2,7

3бКГ87
9/2 0,18 4,55 0 — 0,045 0,25 0,30 1,5

38^^" 9/2 0,16 4,65 0 — 0,038 0,18 — 1,3
C r 89

38or 5/2 0,16 4,65 0 — —0,032 —0,16 1,0

* Обозначения те же, что и в табл. 1 .
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В. А. БЕЛЯКОВ

УДК 539.143.5

ИЗОМЕРНЫЙ СДВИГ И СТРУКТУРА

МЕТАСТАБИЛЬНЫХ СОСТОЯНИЙ ЯДЕР

На основе теории конечных ферми-систем вычисляется Д <7? 2 > (разность
средних квадратов радиусов распределения электрического заряда возбужденного
и основного состояний группы ядер). Для той же области атомных весов вычисляется
константа объемного изотопического смещения. Обсуждается природа возбужден-
ных состояний ядер.

Явление изомерного сдвига состоит в том, что энергия электронной
оболочки атома зависит от того, в каком состоянии — основном или

возбужденном — находится ядро. Эта зависимость связана с различным

распределением электрического заряда ядра в основном и возбужденном
состояниях. Изучение изомерного сдвига позволяет исследовать тонкие

эффекты в распределении электрического заряда ядер и дает сведения

о структуре ядра, которые либо затруднительно, либо невозможно полу-

чить другими методами.

Экспериментально изомерный сдвиг был впервые обнаружен опти-

ческими методами [1]. Затем его нашли и стали интенсивно исследовать

в экспериментах по эффекту Мессбауэра [2]. Теория изомерного сдвига

совершенно аналогична теории объемного изотопического смещения,

неоднократно рассматривавшегося в литературе [3].
Оптические методы. Изомерный сдвиг проявляется в смещении линий

оптических спектров изомеров. Так как к пространственному распределе-

нию электрического заряда в ядре чувствительны энергии только

s и рі/ 2 электронов (их ір-функции отличны от нуля в области расположе-

ния ядра), то смещение может наблюдаться только в линиях, соответствую-

щих переходам s- и рі/„-электронов. Эффект для р-электронов гораздо

меньше, поэтому будем рассматривать изомерный сдвиг, вызванныйтолько
s -электронами. Различие в объемном распределении электрического заряда

изомерного и основного состояний ядер характеризуется Д<</? 2> — раз-

ностью средних квадратов радиусов распределения заряда этих состояний:

A<R*> = R 2B -R20 ,

где Rl = А ----------- = 4" 6в (г) r*dV;
j Q» W dV l J

Rl = \\Q0 {r)r*dV, (1)

где Q B (r), Q0 ( r ) — распределения электрического заряда в возбужденном
и основном состояниях соответственно;

Z — заряд ядра.
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Изомерный сдвиг в оптических спектрах характеризуется величиной С,
которая следующим образом связана с А<і? 2 >

3 [ Г (1+20) / \ а н
(2)

где R„ — постоянная Ридбе рга, ан — р адиус первой боровской орбиты

для атома водорода, а = ]/ 1 — (fly) 2 ' ^ ~~ Р аД иУ с я ДР а -

Эффект Мессбауэра. В экспериментах по эффекту Мессбауэра (резо-
нансное поглощение у-квантов) изомерный сдвиг проявляется, если источ-
ником и поглотителем у-квантов является один и тот же изотоп, но свя-
занный в различные химические соединения. В этом случае энергия
испускаемых у-квантов отлична от резонансной энергии поглощения
у-квантов. Различие в энергиях связано с различной электронной плот-
ностью в месте расположения ядра источника и поглотителя. Энергия
испускаемого у-кванта г г = е 0 — Л7\, энергия поглощаемого у-кванта
8 2 = е 0 — ДТ 2 , где е 0 — энергия ядерного перехода, Д7\ — изменение
энергии электронной оболочки ядра источника из-за различия объемных
распределений заряда возбужденного и основного состояний ядра, ДГ 2

та же величина для поглотителя. Разность энергий Д£ = Д7\ ДГ 2

выражается через т|з-функции .s-электронов источника я|5и поглотителя я|)п

по формуле:
Я 2

Д£ = -1 xZeWS (Z) [J ^ (°) - 2 ¥ и (0)^] - (3)

где 5 (Z) — релятивистский фактор, для легких ядер близкий к еди-

нице (см. [2]).
В формулах (2) и (3) разделяются зависимости от ядерных и элек-

тронных характеристик задачи. Для нахождения ядерного множителя
необходимо вычислить А<# 2 >. При вычислении A <R2 > воспользуемся
методами теории конечных ферми-систем [4]. Следует отметить, что экспе-
риментально с большой точностью определяется величина, включающая
оба множителя, в то время как по отдельности точное их определение
затруднительно. Достаточно близкое совпадение теоретических значений
Д<-^ 2 > с экспериментальными для изотопического смещения [5] позво-

ляет надеяться, что сравнение теоретических значений —^ ---- с экспери-

ментальными для изомерного сдвига даст возможность в тех случаях,
когда хорошо изучена природа изомерного состояния, получить сведения
об электронных характеристиках задачи, а в тех случаях, когда хорошо
известны электронные характеристики, уточнить природу изомерных
состояний.

Вычисление Д<і? 2 >.

Рассмотрим изомеры, переходы которых в основное состояние можно
трактовать как одночастичные. Такие изомерные состояния можно пред-
ставить какрезультат добавления к четно-четному остову нуклона (нуклон-
ной дырки) на соответствующий спину и энергии возбуждения изомера
одночастичный уровень. Точно так же основное состояние ядра представим
как четно-четный остов плюс частица (дырка). Тогда задача вычисле-
ния А< R 2 > сводится к вычислению разности изменений средних квадратов
радиусов распределения заряда от добавления нуклона в различные одно-
частичные состояния. Учет взаимодействия нечетной частицы (дырки)
с остовом будем производить, следуя работе [4].
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Изменение 6Л некоторой величины А, характеризующей ядро, от

добавления к ядру протона может быть выражено через соответствующую

вершину Т р (А) по формуле

М = 2^(Л)(п А -пД (4)

где К — индексы одночастичных состояний (п, I, j, m); п % — числа запол-

нения одночастичных состояний в исходном ядре; п % — числа заполнения

в ядре, полученном путем добавления протона к исходному ядру в прене-

брежении взаимодействием добавленного протона с нуклонами остова;

Тр (А) — диагональный матричный элемент вершины по одночастичным

функциям. При добавлении нейтрона 6А аналогично выражается через

Г (А).
Т Р (А)\
Т (А)І УД° влетво Р яет УР ав "В ^-представлении вершина Т (А)

нению:

X

Т{А) %Х , =ГИ)и . + 2<ЯГ|аТи |АА> X
ЛіЛг

где L =
-рСО

■рСО

*■ Oil•I рр

тл(Л гі(0

1 пр А пп

ЛіЛг

fa
Р

ра (5)

(для скалярных вершин Т а (А) = А)

Чѵ =
ЕІЧ- •вК' + W
ЩЧ-(Ч + Е?})

£р = V( e^f + (^л) 2 ' Е я — протонные одночастичные энергетиче-

ские уровни, отсчитанные от химического потенциала \і р ,

ч аА лѴ
Др х — диагональный матричный элемент амплитуды перехода про-

тонной частицы (дырки) в дырку (частицу) и кондеисатную

пару;

а — константа перенормировки.

L'?,, аналогично выражается через те же характеристики нейтронной

системы, имеющие индекс п,

< КК | т% | М/> = J (Ф[, (г,))* Ф * 2 (г2) Г» (г,, г 2 >%)х

Ф'я (г) — одночастичные волновые функции нуклонов (i, k пробегают

два значения пир) Т^% — усредненное по уровням, близким к ферми-
поверхности, значение диагонального матричного элемента вершины (от X
не зависит). Для сферических ядер, рассмотрением которых мы в дальней-
шем ограничимся, угловая зависимость полной вершины совпадает с угло-

вой зависимостью Т ш , поэтому переходы, входящие в сумму уравнения (5),
определяются правилами отбора для угловой части 7"°,
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Чтобы найти А < 2̂ >, необходимо решить уравнение (5) для Т (А)
о

при А = г 2 . В этом случае Т" . В уравнении для Г (г 2 ) диагональ-

ные члены малы, и кроме того переменны по знаку, поэтому их можно
опустить. Малость диагональных членов связана с тем, что Т(г 2 ) хх слабо
зависит от X, и поэтому \ТХ% — Ги | € Т кХ . Подставляя в формулу (5)
А = г 2 , опуская в сумме диагональные слагаемые и проведя суммиро-

вание по т, получим

ЛіЛг

Теперь индекс X обозначает совокупность квантовых чисел п, I, /,
а матричные элементы, входящие в выражение (6), взяты по радиальным
волновым функциям. Переходы в сумме определяются правилами отбора
А/ = О, А/ = 0.

При получении равенства (6) предполагалось, что

TUn, г 2 , г„ г 4 ) = ^~f k Ы 6 (П - ^) б (■* - га) б (г, - г 4 ), (7)

где /г — плотность нуклонов, е 0 — энергия Ферми.
Уравнение (6) решалось на электронно-вычислительной машине.

В качестве системы одночастичных уровней как для протонов, так и для
нейтронов использовалась схема Нильссона [6]. Учитывались переходы
через оболочку (в пределах одной оболочки правила отбора запрещают

переходы). Для /'* использована интерполяционная формула 15]:

f k = ^\n knn(r)-f ekx [n{r)-n 0 ]\, (8)

где я (г) = ------ ""(/— д ' п о ~~ с Р еДняя плотность нуклонов в ядре, а =

= 1.55Г 1 , #о = 1,2Л Ѵ 7- Предполагалось, что fnn = f ■

В сумме уравнения (6) парная корреляция существенна для перехо-
дов, затрагивающих уровни, близкие к ферми-поверхности. Так как таких
слагаемых в сумме мало, то неточность в соответствующих L Xl x 2 слабо
влияет на решение. Учитывая это, было принято, что Д£ 5 А р и А£ = А
не зависят от индексов и являются одними и теми же константами для всех
переходов в рассматриваемом ядре, цр и \х п находились из приближенного
решения уравнений

n= V4- 1

z =

2-i |Л(Д") 2 + „л\2

]/(А р ) 2 + (е^В Х

(9)

При выборе численных значений А" и Ар использовались данные

работы [7]. Значение констант f и /"" взяты из работы [8], в которой
они получены из анализа квадрупольных моментов:

Яяр = 1,3, f pJ = -2,9, ^ = 0,6, /2? '=-2,3.
Для проверки правильности выбора значений / рассчитаны константы

объемного изотопического смещения для той же области атомных весов,
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в которой рассматривается изомерный сдвиг. А < R 2 > в формуле (2)
для изотопического смещения определяется выражением

Д<^> = 2^(г 2 )(яг-%), (Ю)
я

где п % , п к — числа заполнения в изотопах с N + 2- и N -нейтронами
соответственно (% находится без учета взаимодействия добавленных
нейтронов с остовом). Задача о нахождении п % с учетом спаривания не
решалась. Предполагалось, что числа заполнения нейтронов меняются
только на одном уровне К 0 . При этом равенство (10) переходит в

A<R2 > = 2TU 0 - (И)

Для многих рассмотренных изотопов при заполнении нейтронных
оболочек характерна конкуренция различных /'-уровней, поэтому выбрать
состояние Ъ 0 , в которое добавляется пара нейтронов, можно только путем
сравнения расчетных значений константы изотопического смещения с экспе-

риментальными. При указанных значениях констант /' расчеты удовле-
творительно согласуются с экспериментальными данными, причем порядок
заполнения /-уровней не противоречит общепринятым схемам. Расчеты
константы объемного изотопического смещения приведены в табл. 1.

При вычислении А <і? 2 > для изомерного состояния в формулу (10)
может входить либо протонная, либо нейтронная вершина в зависимости

от того, протон или нейтрон является нечетной частицей. п х в этом случае
обозначает числа заполнения нуклонов в изомерном состоянии. Для
строго одночастичных (дырочных) изомерных состояний из выражения

(10) получим
A<R2>=±(T^-T K ,J, (12)

где'А^ — совокупность квантовых чисел возбужденного, а к 0 — основ-
ного состояния. Верхний знак соответствует частичным, а нижний —
дырочным состояниям. Предположение об одночастичной природе состоя-
ний хорошо выполняется для рассмотренных долгоживущих изомеров,
в которых изомерный сдвиг может быть обнаружен оптическим путем.
Соответствующие изомерные переходы характеризуются большой раз-
ностью моментов при малой энергетической разности. При этом отсутст-
вуют переходы типа Е2, характерные для коллективных состояний.
В соседних четно-четных ядрах не наблюдается близких по энергии кол-
лективных возбуждений. Результаты расчетов для таких изомеров при-

ведены в табл. 2.
Для изомеров, исследуемых в эффекте Месбауэра, трудно однозначно

истолковать природу состояний. Однако по результатам расчетов А <і? 2 >
можно получить сведения об их природе, если имеются надежные
экспериментальные значения А <Я2 >. Для этих ядер А <.R 2 > сле-
дует находить, пользуясь формулой (10), т. е. учитывать перераспределе-
ние нуклонов на всех уровнях, близких к ферми-поверхности.

Нахождение п х и п х требует решения системы уравнений для А я

[4]. Приближение А х = А здесь, по-видимому, будет неудовлетворитель-
ным, так как в этом приближении А для возбужденного состояния больше,
чем для основного [9]. Поэтому при вычислении А < R 2 > было сделано
предположение, что в возбужденном состоянии ядра числа заполнения
меняются только для состояний % 0 , % х . Тогда из условия сохранения

числа нуклонов получим

/ 2 ("Ѵо/от — "лб/„/„т) = 2 ("лА/.т— "«././.'«) = £ ~ "Х„ — Ѵ% 0 , (13)



где \ характеризует число «перераспределившихся» нуклонов. Выра-
жение (10) переходит в

А<^2 > = ^(Гх 1 х І -Гх 0 х„), (14)

\ = 1 соответствует частичному, £ = — 1 — дырочному переходу.

Результаты расчетов для этих изотопов при \%\ = 1 даны в табл. 3.

Обсуждение результатов

Сравнение теоретических значений С с экспериментальными для

изотопического смещения показывает, что величины f , fnp , полученные

в работе [8] из анализа квадрупольных моментов, позволяют удовлетво-

рительно объяснить и изотопическое смещение. Можно улучшить согласие

теоретических и экспериментальных значений С, если учеть «размазыва-

ние» добавленных нейтронов по различным состояниям %, т. е. если точно

учитывать эффекты парной корреляции. В табл. 1 для иллюстрации такой

возможности приведены значения 7м для всех значений X, входящих

в заполняющуюся нейтронную оболочку Sn 119 . Сравнение точного реше-

ния уравнения (6) с первой итерацией показывает, что в задаче для

А<С^2 > нельзя ограничиваться первой итерацией, так какона дает сильно

завышенные результаты.

Переходя к обсуждению изомеров, заметим, что точность вычисле-

ния А -</^ 2 >для протонных переходов ниже, чем для нейтронных,
так как для протонных переходов в Д < 2̂ > кроме разности интеграль-

ных членов входит разность больших по величине одночастичных матрич-

ных элементов г|,. Поэтому здесь точность расчета существенно зависит

от того, насколько правильно одночастичная схема отражает относительное

изменение г^ для различных состояний.

Расчеты константы изомерного сдвига (см. табл. 2) показывают, что

экспериментальное обнаружение эффекта для рассмотренных изомеров

оптическими методами затруднительно, так как величина эффекта на-

ходится на пределе возможностей эксперимента [10].
По изомерному сдвигу ядер, изучаемых в эффекте Мессбауэра, имеется

много данных, часто противоречивых. Обсудим этот вопрос более детально.

Для того чтобы характеризовать изомерные переходы помимо спина

возбужденного состояния и типа перехода были использованы данные

о величинах и знаках квадрупольных моментов Q и Q* в основном и воз-

бужденном состояниях. Сравнение квадрупольных моментов с одноча-

стичными оценками показывает, насколько правильно предположение

об одночастичной природе перехода, а их знаки указывают на то, как

надо интерпретировать переход — как частичный или как дырочный
(отрицательный знак соответствует частичному, а положительный — ■

дырочному состоянию).
Рассмотрим конкретные изомеры.

28Ni61 спины и четности основного и возбужденного состояний:
3/2" и 5/2", переход ЛИ. Данные о квадрупольном моменте отсутствуют.

В соответствии со схемой одночастичных уровней предполагается, что

переход частичный ----- ^ ----- = — 1.5-10 3 .

30Zn 67 : 5/2", 1/2", переход Ml, Q = 0,18бн, больше одночастичных

оценок приблизительно в два раза. По одночастичной схеме уровней
А < R 2 > 1 Г 1ЛѴ-Ч

соответствует дырочному переходу —-^----- = — 1,6-10 ^.
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B0Sn 119 : l/2+ , 3/2 + переход Ml, Q = 0, Q* — 0,08 бн [11] порядка

одночастичных оценок (—0,11 бн). Переход считаем частичным. —^ ---- =

== —2,5 -Ю-4 . Этот результат находится в противоречии с полученными

в работе [2], где приводится величина 1,2- Ю -4 .

б2Те 126 : 1/2+ , 3/2+ , переход Ml, Q = 0, Q* = 0,20 бн [12], что в два
раза больше одночастичной оценки (0,11 бн). Переход классифицирован

как дырочный. Д < ы У — 3- Ю~\ что по порядку согласуется с выводами,

сделанными в работе [3]. В этой работе приводится ориентировочное

значение ----- ш ----- .= в-ш .

_ gI i29. 7/2+ , 5/2\ Q = 0,5 бн, Q* = —0,69 бн [13].
Значение квадрупольных моментов в три раза превышает одночастич-

ные (—0,18 бн). В этом ядре рассматривается переход нечетного про-
тона. В соответствии со знаками квадрупольных моментов он классифи-
цирован как частичный.

Для I 129 получаем интересный результат. Если вычислить А < Н >
по оболочечной модели, то получим отрицательную величину, что
находится в противоречии с данными, которые приводятся в работе [13].

Д<Я 2 >
R 2

= 1,5- КГ8 .Учет взаимодействия меняет знак, при этом

д Хе 129 ' 1/2+ , 3/2+ , переход Ml, Q = 0, \Q*\ = 0,48 бн [14].
Б;Хеш : 3/2 + , 1/2 + , переход Ml, Q —0,12 бн, Q + = 0.
Одночастичные расчеты дают Q = —0,11 бн.
В обоих изотопах Хе переход классифицировался как частичный.

Получены одинаковые по величине, но противоположные по знаку значе-

ния A <f > . Для Хе 129 -2-10- 4 , для Хе131 + 2 • КГ*.
R

Отметим, что приведенные значения — ™— получены не рассмат-

ривая деформацию ядра как целого.
В заключение выражаю благодарность проф. А. Б. Мигдалу за вни-

мание к работе и М. А. Микулинскому — за ценные обсуждения.

Таблица 1

Константа объемного изотопического смещения :

Элемент At —Аг К С' [l0~ 3 слГ 1 ] С теор ['<Г 8 см' 1 ] с эксп [ю~ 3 см Ч

37 Rb 85—87 1 £'/г 23 12 8±12

3eSr 84—86

86—88
•*•/,

- 1 .*/.
23
23

12

12

-0

44 Ru
96—89

98—100
100—102
102—104 2di h

40

40
40

68

22

22

22

35

34±9
(усредненное
по всем изо-

топам)
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Продолжение табл. 1

Элемент A L —A 2 Я 0 с' [і(Г 3 елГ 1 ] С теор[і(Г 3 см -1 ] с эксп[і<Г 3 см- 1 ]

5oSn
112—114

114—116

116—118
118—120

120—122

122—124

щ.
2d s/2

2d 3/z

Зві/,
ід ІІ/2

1/1„ /а

62

100

100
100
100

58
58

34

48

48

48

44

30

30

40+10
40±10
30±10

30+10

15+10
15+10

56 Ва 134—136

136—138
lA lt/i 82

82

44

44

44±9

67±13

54^е 132—134

134—136
1А„

lft "/ 2

70

70

38

38

,18+4
26±6

* С-геор — теоретическое значение константы изотопического смещения;
С — значение С т , полученное по первой итерации уравнения (2).
Экспериментальные данные взяты из работы [3].

Таблица 2

Константа изомерного сдвига *

Изотоп A° U ДЯ, /сэв T С, 10 3 СЛ! 1

3oZn 69
з 8 Кг 85
3eSr *

V87
39 I

V89
39'

V91
39 I

40Zn 89
48 Cd^ 3

49 ІП" 3
[ n 115

49 1П

52 Те 127

Ь2^ 129
53 Te 133

54Xe 133
54 Xe"5

56 Ba 135
5 6 Ba 137

-Щш

2pVl

Щш
-Щш
—щ,
—2di,

/2

— 2rf 3A

—щ[
—2d. /t
—2d,,'

/2

-2rf»,
/2

—2d,,
/ Z

Щш
-2p. /2

to/.
-2p. /2

1/г 11/2

-2^A
-2pi/,
-ift;

/2

- 1A »A
-lft fl/a

-■lh, Vi

-1ft,,,,

436
305
390

384

913
555
588

390

335
88,5
106

300

232

520

269
661

13,8 ч

4.4 ч

2,8 ч

14 ч

14 сек

51 лш«

4,4 мин

5, 1 года

1,73 ч

4.5 ч

113 дней

34 дня

63 мин

2,3 дня

15,3 мин

28,7 ч

2,6 мин

—3
—4
—4

2
2

2

—4
— 10

—7

—7
3

3

3

4

4

5

5

* Л 0 — основное состояние;
Хі — изомерное состояние;

( — К — обозначает дырочное состояние);
Д£ — энергия перехода;

т — время жизни изомерного состояния



Таблица 3

Результаты расчетов для месбауэровских изомеров *

0

4
4

Л
Л

IN
та
"3 09 с^ -4

V V
О О О

U: ' as V
н V
о UJ <

S -і <•; o> 0> <] p
<a

-— '

28 Ni" 2Рз /2 >Ь/.
_ 70 51 — 15 __

30 Zn 67

3s v 2 .

-3»ѵ.

— 2 P=A 0,18 — 93 10 4 —16 —

soSn 119 2d s ,
/2

-2d 3/2

2d V,

0 —0,08 24 18 —2,5 1,4

52 Те 125 0 0,20 35,5 2,2 2,8 9
Т129 —0,5 —0,69 27 — 15 — 1,2

53 L (или более)

5 4 Хе 129 3s v 2
2d 3/2

2*/, 0 0,48 40 0.7 —2 —

5 4 Xe»i 3» v ,
—0,12 80,2 0,3 +^ >

* Q_ Q* _ квадрупольные моменты основного и возбужденного состояний соответ-
ственно'. В последней колонке таблицы^ приведены данные из работы [2]. (В этой работе
Д<Д 2 > 6
—-^ —— принимается равным -=-

' R )
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И. В. ГОРДЕЕВ

УДК S39, 17

ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ РЕЗОНАНСНЫХ ЯДЕРНЫХ РЕАКЦИЙ.
СЕЧЕНИЯ ПАРЦИАЛЬНЫХ РЕАКЦИЙ

Математический аппарат единой теории резонансных ядерных реакций, осно-
ванный на. рассмотрении операций проектирования уравнения Шредингера —Швин-.
гера —Липпмана [1] в подпространства собственных волновых функций составного
ядра и плоских волн (волновых функций свободного движения системы .4 + 1 частиц)
впервые был предложен В. И. Сердобольским [2].

Однако в «эффективном» гамильтониане системы при усреднении по энергии
для получения оптического гамильтониана не учитывались мнимые члены, обуслав-
ливающие переход падающего нейтрона из одночастичного состояния в составное
ядро. Задача эта была решена в работе [3] с помощью проектирования уравнения
Шредингера —Швингера —Липпмана во входной канал рассеяния и введения «эффек-
тивного» гамильтониана системы. Вместе с тем необходимо было решить эту задачу
в самом общем виде для всех открытых каналов реакции, с тем чтобы можно было рас-
сматривать не только суммарное сечение всех реакций (обычная оптическая модель),
но и сечения отдельных реакций (парциальные сечения).

Решению этой задачи посвящена настоящая работа.

Основы теории

В работе [1] было получено уравнение Шредингера —Швингера —

Липпмана [2] для проекции волновой функции в подпространство волно-

вых функций открытых каналов реакции с эффективным гамильтонианом

системы (А + 1) сталкивающихся частиц:

(Е + ів - Я Рэфф ) | /У+) > = Ц. I 'Ф >'- (!)

где Е — энергия относительного движения системы;

іе — бесконечно малые мнимые добавки, автоматически выде-

ляющие расходящиеся волны на бесконечности;
| Ф >> — волновая функция свободного движения во входном

канале (падающая плоская волна); і

Р — оператор проектирования в подпространство волновых

функций открытых каналов реакции;

Р_і_ — оператор проектирования в дополнительное подпро-

странство волновых функций закрытых каналов реакции

и волновых функций составного ядра, так что: | гр а >• <Ctya \

= 1 = Р + Р, где 1 — единичный оператор проектирова-

ния собственной волновой функции г|за гамильтониана

системы Я самой на себя;

| _Р-ф (+> >■ — проекция волновой функции системы в подпространство

волновых функций открытых каналов реакции (индекс
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(„}_) вверху указывает на то, что в асимптоматике г|з авто-
матически выделяются расходящиеся волны);

ц р _ «эффективный» гамильтониан системы, имеющий вид:

Я„ ^ = PUP £ Г -"^^ |Г ■

где Я — гамильтониан системы;
£ ъ |%х,> — соответственно собственные значения и собственные вол-

новые функции проекции гамильтониана Я в подпро-

странство Р х , т. е. Р±НРХ при этом

(Р±НР ± )\ %1 > = Е К \ %К >

Г = Pj НР,Г+ = РНРХ — операторы перехода из подпространства
Р в Р х и обратно, соответственно.

Усредняя уравнение (1) по энергетическому интервалу I, включаю-
щему много резонансов составного ядра, но значительно меньшему, чем
расстояние между одночастичными резонансами в потенциальной яме,

будем иметь

(£ + [-е -Я°р )|г1, 0Ж > = іе|Ф>, (3)

где я?, — оптический гамильтониан, имеющий вид:

Я°р = РЯР-аЛр Г + |х,><ХхІГ, (З.а)

При этом предполагалось, что часть Я° РНР в интервале I с энергией

практически не меняется, а | Ч>01+) > = |/>У+) >. Величина а кр опре-

деляется как:

«^fS <х х \г\рѴ +) > \ \ ! ^ ___ ^ ______ (3,6)

£ - £ * j, <х Л |гц> 0(+) > <xjm 0( +>>

и находится из системы уравнений:

2[б (Л (і+« ѵ Я 13(£-^)-МХ, = <х 11 |Г|яр 0( + ) >, (4)
л

где

/^ = < хJ Г (£ + іе - Я°р )-' Г+ 1 1% >

< %J Г | /У+' >

Эта система уравнений получается путем умножения слева на < %J Г

формального решения уравнения (1) | Р (̂+) >, получающегося делением

всего уравнения (1) слева на оператор {Е + іе — Н°р ) и перенесения

всех членов, кроме | Рг|) (+) > вправо, и затем интегрирования получен-
ного выражения по всему конфигурационному объему системы.

После добавления и вычитания в эффективном гамильтониане члена

■а % .Г+ \%хХ^к\ г и простых преобразований получается система урав-
нений (4). ____

Предполагается затем, что ІтК^ <D, где D — среднее расстояние
между уровнями составного ядра; или, что дает тот же результат, в урав-
нении (4) пренебрегают интерференционными членами порядка малости
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{ітК 11},/0) ІІФ і от диагональных по [х = Я членов. После усреднения

решения равенства (4) по интервалу I будем иметь:

Y~ ' Л ^- V I Г I і ° (+) \ (4,а)

Подставляя уравнение (4а) в уравнение (36), окончательно получим:

(4,6)и ■кр- l D

Заметим, что то же приближение (46) мы получили бы, если бы пренебрегли
интерференционными по А, Ф \і членами в уравнении (4) на основании

предположения Бете [4 ] о случайности знаков матричных элементов,

содержащих волновые функции составного ядра [ % к >.

Из вида множителя а кр следует, что второй член выражения (За)
мнимый и именно он ответственен за мнимую часть оптического потен-

циала (вернее потенциальной матрицы, так как в Ѵ°Р ' Р могут быть и недиаго-

нальные члены по р' ф р), поскольку в этот член входят операторы пере-

хода Г и Г + , переводящие частицу из одночастичного состояния в состав-

ное ядро и обратно.
В работе Сердобольского [2] этот член не учитывался, вследствие

чего весь формализм был развит только для вещественной части оптиче-

ского потенциала (вернее вещественной потенциальной матрицы).
Зная формальное решение уравнения (1), можно найти матричный

элемент перехода <] Ф | Рі|> >, а по нему — недиагональный элемент S —

матрицы, которым уже определяется само сечение произвольной реак-

ции р' ф р. Не останавливаясь на подробностях вывода выражения для

Sp'p — матричного элемента (подробности его вывода можно найти в рабо-

тах [1], [3]), выпишем окончательное выражение для Sp' p *:

j_ j_

Sp-p — Sp'p — 2Шо'Ѳ Р 'П Р ' £ірѲрН р Za fiip'Hp +

+
2it

~D~
. in

~D~

"■р'"р'"р'^р^р"р VKpfhp'

^-^& РЪр{Щ 2
p p

—

-\\
p p

l

к <x д 1 Г I UT

(5)

где

-.0/
Vp Sp'pOp'p Qi/'l —

iE-ei +.i

(5a)

* Здесь индексы p,p' (по аналогии с с, с' в работах [1] и [3]) означают полные

наборы квантовых чисел, характеризующих соответственно входной и выходной каналы
реакции.
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Искомые величины % Кр определяются системой уравнений, следующей

из системы уравнений (4):

S Ѵ'-тѴ ^МЛ (а'*'" (Е-Е % )

ДцЯ+І У» « гг К^
| РцрРЬрШр \ qO Хя,р ~ - Рдр' (6)

В выражении (5) и системе уравнений (6) приняты следующие обозначе-
ния [11, [31:

йр - /р | О р \ r=R , Lp = Rip I Ip l=R = Др + ^Р
10— сходящаяся и расходящаяся волна в канале р на бесконеч-
"' Р ности. (Вблизи ядра (г як /?) они имеют более сложный

вид [51

^О ■-----

ru .0(+)

й 02 _ ( L p L p)
°Р " г ,0L. L"

r—R "р "Р

При этом радиальная часть полной оптической волновой функции и р

предполагается в виде:

,0(+)

„о «+)
> = [Ір — S pp O Pi р>, r>R, (5, а)

где |р> — волновая функция внутреннего движения системы и спин-

угловая часть.
Радиальная часть полной волновой функции имеет соответственно вид.

4 +) > = ЗН
Г ,У 2 ,
р р

о 02 __ оО/
ьйр ._ *~>рр

[Ip'Op'p •Ьр'рЬ'р',

Q 2 S S

Р >

Г° - 2ѵ 02Р ѵ 02 -1 р — z ур г р , у р --

А 0р = -АрУ°р2 , Пр =

LP-■с

( г
ы ^Р )

дЕ J

U. •L"

2m# 2

Для 7.° использовано линейное приближение при условии [3

Lp{E=E p , W p = 0) = 0,

L p (E)^{E-E° p + iWp ]
dL"

дЕ
E=E p , W p =0

= {E-E°p + iW f

dReL?

дЕ
E = E p , \V p = const (£)

(56)
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W p = < pN p | ImV pN p > |? = г - ^g^
соЯ° = Яор -г Vp — мнимая часть оптического потенциала в канале р;

Н0р — гамильтониан свободного движения системы в кана-

ле р;

■~CpN p \ Vp\pN p ^>— диагональный элемент в канале р оптической потен-

циальной матрицы.

Kju == Дца, — І ^КРцАЛ

где

Ацх = ReK& - < XJ Г гл . зн (£ - Н°р)- 1 Г+ 1 х, >

Дщ = ЯеКм - < Xj Г гл . з„ (.£ - Hi)' 1 Г+ | Хх >,

РяР - £« < XJ Г I рУѴр і----- у- ----- '- > .

Гяр = 2ПрРІ р — парциальная ширина в канале р, где \Np ^> — чисто

радиальная часть оптической волновой функции внутри ядра, для кото-

рой по аналогии с работами [1, 3] принимается приближение:

4ш >=ы(гУУтг,-«> г,(Еі-щ р >, г < R. (5, б)

Отличие от прежнего разложения заключается лишь в том, что чисто

., , , /26 (г— R)
радиальная часть N р (г) -------------- предполагается в виде двух сомножи-

телей — одного, зависящего плавно от координаты, и другого — сильно

зависящего от нее в виде б-функции. Такое приближение позволяет выде-

лить явный вид функции fp (Е, R), необходимый для расчета матричных

элементов, содержащих оптическую волновую функцию, а следовательно,

для расчета проницаемости Пр (Е, R) нейтронных ширин, не прибегая
к приближению малых энергий, т. е. к условию k <^ К (где k — волновое

число нейтрона вне ядра, а К — волновое число нейтрона внутри ядра).

В самом деле, скалярное произведение ■< и р (-) | и°р (+) >• [1, 3] можно

тогда, пользуясь разложением (5 в), представить в виде:

к

КЪ0̂ \и°р {+) >§,=. \NP (R)\ 2 2^6 (г -R)f p (E, r)<p\p>dr =

\N p (R)ffp(E, R) < p\p > = ^[\~u 0p { - 1) >\u°p^ > } r=R -r]f-. (5, г)

Полагая \NP (R) | 2 = 1 и < p|p > = 1, через правую часть соотно-

шения (5г) находим явный вид множителя f p (E,R).
Указанное приближение (5s) соответствует рассмотрению оптических

эффектов (поглощение и рассеяние) как чисто поверхностных, для кото-

рых при оптическом взаимодействии главную роль играет взаимодействие
нейтронов с поверхностью ядра.

Второе важное предположение: рассматриваются только одни диаго-

нальные элементы 5°-матрицы. Пренебрежение недиагональными матрич-

ными элементами 5°-матрицы (р' Ф р) соответствует приближению, когда

пренебрегают вкладом чисто прямых процессов взаимодействия (без
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образования составного ядра) в неупругих каналах реакций, хотя при
этом и учитывают многокаскадные процессы перехода из одночастичного
состояния в составное ядро, а затем обратно с возможным вылетом другой
частицы или с изменением состояния исходного ядра-мишени (неупругое
рассеяние). Такое приближение оправдано тем, что недиагональные по

-,0/ Й'/d„■ ф р элементы .^-матрицы имеют порядок малости гр -/а от диаго-
нальных по р' = р членов (d — среднее расстояние между одночастич-

ными уровнями в потенциальной яме глубины ReV°p ). Для рассматривае-
мой здесь области энергий (не выше нескольких десятков Мэв) эти вели-
чины малы. Величины А^ — «смещения» положений резонансных уров-
ней Е и Е % , автоматически обращаются в нуль, если подинтегральные
матричные элементы плавно зависят от энергии.. В самом деле, по опре-

делению

Д у.%

1
2яЙ S' dE' <Хц\

,0(+) ><« 0 <+) |г+|х„>
■ В'

<ХЦ 1Г| Ц °Р (+) ><"°Р (+) 1 Г+1^>4' dEjV <и\ т \ и Ѵ т '>< иѴ т '\ г '\^ > £
' 2j 2 *п J

так как

1

2яЯ

dE'

Е'
= о

£ — Е- = о:

Множитель
й„Й

, из выражений (5) и (6), отражает специфику

учета мнимой части оптического потенциала (потенциальной матрицы),
так как в случае, если бы оптический потенциал был вещественным, этот
множитель автоматически обращался бы в единицу.

Средние сечения

Среднее сечение произвольной реакции р -> р' определяется обычным
образом через недиагональный элемент Sp'p -матрицы [см. выражение (5)]:

>р р
V і «і 2 V п I с 7 I 2

>Р Р яХ~
2"І\ р І\ р ,

СГх
г0
Кхкр'р — D [Кхкр'р)

ІТк ?і,цр'р>
при

D «1

L n- 7j~ (/Cup'p) при -jf » 1

2/+1)
где А, 2 — длина волны падающего нейтрона, деленная на 2л; g, = 2 (2( - + 1} -

статистический вес; /„■ — спин составного ядра и ядра-мишени соответ-

ственно; К—{К°() , К'о, К { >•) — корреляционные функции, учитывающие
усреднение сечения а , по распределению знаков и амплитуд приведен-

ных полуширин р\ р , р\р', 2 1W'-
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В самом общем виде функции К могут быть представлены следующим

образом:

Кх\р
ГѴ + 2Р 2, рПр + 2р2 р ,П р . + 2 2 РІ р -П р „ I РІХ' '

где Г Хг — полная ширина всех реакций, исключая упругое и неупругое

рассеяния;

АДДл'п — -----------і-----------ААР'р 1 1

Ар) (Ря.р'

/V Ацр'р

РхрРлр'Р^р' ( Г Яг + 2ГіД р + 2П р р 2Яр , + 2 2 П р .р^.^

РяР Рлр' г я

Наибольший интерес представляет рассмотрение двух крайних случаев

в распределении амплитуд приведенных полуширин.

1-й случай. Согласно Бете [4] распределение знаков амплитуд при-

веденных полуширин предположим случайным.
Тогда для определения /(-функции будут характерны два подслучая:

а ) Р = Р< Кх\рр = 1, К},%рР Ф 0, /Слцрр Ф О,

так как последние зависят не от распределения знаков амплитуд, а только

от величины амплитуд.

б) р Ф р, Кыр'р = К'х»р'р = 0, Klxp'p Ф О,

так как К 0 не зависит от выбора знаков амплитуд.

2-й случай. Знаки амплитуд приведенных полушарии вполне опре-

деленны и не меняются в пределах интервала усреднения /. Тогда соответ-

ственно двум подслучаям будем иметь:

а) р = р, Кх%рр = 1, K°Lpp Ф 0, Кххрр Ф 0;

б) р + р, Кххр' Р Ф 0, Кх^р ф 0, КІхр-р Ф 0.

Для оценок /(-функций воспользуемся % 2 — распределением Пор-
тера —Томаса [6].

V

(2-У у_

P v (x)dx= К2 .' х* 'expf— £-W (8)
r(-J-) 2J

где x = pi p /p| p .

Усредняя выражение (7) по распределению (8) и предположив, что

ѵ — числа открытых каналов типа р; ц, — числа открытых каналов типа
р'; Q — числа открытых каналов типа р" Ф р, р' соответственно обоим
случаям будем иметь:

1-й случай

а) Р' = Р
У_ , , Q + M.

^»-f (1+')(1) 2 № ' '•*
* Трехкратный интеграл, получающийся при усреднении выражений (7), аналити-

чески не вычисляется, но его можно свести к однократному интегралу (см., например, [7]),
который в достаточном приближении определяется по интерполяционной формуле Гаусса
с 8-ю коэффициентами [8].
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где

/(2) =

/ = j / ( Z ) dz = 2 л ж)
о fc=l

exp

(т+ І'7^)

, — Г ^ г г — 1

Q + (-1

Чр

1-2

2 г я Р "

Гяр
Гя =

Гя Р

z x = 0,01986 Л х = А е = 0,05061
z 2 = 0,1017 А 2 = Л 7 = 0,1112
z 3 = 0,2372 Л 3 = Л 6 = 0,1569
z4 = 0,4083 Л 4 = Л 5 = 0,1813
z8 = 0,5917
ze = 0,7628
z7 = 0,8983

0,9801

-+..1
г 0 + г і

б) р' + р;

Кхирр —

АХЯр'р —

V

~2?

-Га + Гз

'"О + Г 1 + Г 2

Гяг

JV \

"2

+ 1

-р V/
где

і »

7 = §f(z)dz = y i A l! f(z„y,

exp —

/(2)

1— z

'■< j \ 2+17ifwf ii 1 — г
r 0 г

Ч -l

Значения z ft и Л 4 те же, что в случае 1, а,

2-й случай

а ) Р = Р< Кххрр = Кххрр

Q + H

К%\лрр — Кх ѵрр

б) р ф р, КІкр-р =Kxkp'p

(см. случай 1а)

(см. случай 1а)

(см. случай 16)

2Г Ш г ( м- -ь 1

^Й)г (4-)



+* JtfJ-r(Jt£ iM*)W4 +'.
Г'о+Ті + r t + r a

Выводы и обсуждение результатов

Развитый в работах [1, 3] математический аппарат теории столкно-

вений позволил в настоящей работе в рамках определенных предположе-

ний получить выражение для среднего сечения произвольной реакции

с учетом оптических эффектов рассеяния.

При этом принимались следующие предположения:

1) При описании неупругих столкновений не учитывалось влияние

прямых одночастичных процессов рассеяния в матричных элементах

оптической 5°-матрицы, иначе говоря, рассматривались только диаго-

нальные элементы 5°-матрицы. Такое приближение может быть оправдано

тем, что вклад недиагональных членов 5°-матрицы порядка T°p /d < 1,

где d — среднее расстояние между одночастичными резонансами, a Ѵ р > —

одночастичная ширина в канале р.

Вместе с тем одночастичное взаимодействие косвенным образом учи-

тывалось в нейтронных ширинах через проницаемость нейтронов.
2) Мнимая часть оптического потенциала, получающаяся при усред-

нении резонансных членов «эффективного» гамильтониана, определялась

при предположении, что резонансы составного ядра изолированы. При
этом пренебрегали интерференционными членами с % ф \і в сумме по

К, [і, которые вносят слагаемые порядка TJD от диагональных членов

(і = |і) или, что дает тот же результат, при условии выполнения пред-

положения Бете [4] о случайности знаков амплитуд приведенных полу-

ширин р\ р .

Последнее приближение выполняется и при условии перекрываю-

щихся уровней, когда r x/D > 1. Рассмотрение корреляционных функ-
ций К позволяет дать однозначный ответ на вопрос: коррелируют или нет

знаки амплитуд приведенных полуширин? Представляется интересным

сравнить с этой целью теорию с экспериментом.

Предварительные расчеты сечений неупругого рассеяния нейтронов
и радиационного захвата для средних и тяжелых ядер в области энергий
падающих найтронов ниже нескольких Мэв показывают, что корреля-

ционные поправки необходимо учитывать.
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ИЗУЧЕНИЕ СВОЙСТВ РАДИОАКТИВНЫХ АЭРОЗОЛЕЙ
НА ПРИМЕРЕ ДОЧЕРНИХ ПРОДУКТОВ РАДОНА

Экспериментально определен коэффициент самопоглощения а-активности в пробе
и осаждения дочерних продуктов радона в цилиндрических каналах по методике,
основанной на а-, (5-спектрометрии RaA, RaB и RaC.

Существующие в настоящее время методы определения концентраций
короткоживущих дочерних продуктов распада радона в воздухе [1—3]
имеют ряд недостатков. Недостатки эти обусловлены тем, что произво-
дится суммарное измерение активности всех изотопов, собранных на
фильтре при отборе пробы. Несмотря на то, что между изотопами, собран-
ными на фильтре существует строгая генетическая связь, временной
анализ а-активности приводит к методическим погрешностям, зависящим
от отношения измеряемых концентраций, выбора моментов времени,
в которые измеряют активность, наличия эффекта самопоглощения сс-
активности и других факторов. Эти погрешности в отдельных случаях
могут достигать нескольких сот процентов, что ограничивает возможность
применения данных методик при проведении научно-исследовательских
работ по физике образования и осаждения радиоактивных аэрозолей.

В работе [4] была предложена методика, в основу которой поло-
жен принцип раздельного измерения активности каждого из дочерних
продуктов. Эта методика дает результаты примерно на порядок точнее
имеющихся в настоящее время, что позволяет измерять ряд эффектов,
связанных с выяснением некоторых физико-химических свойств радио-

активных аэрозолей.
В настоящей работе при помощи методики, основанной на а-, р-спек-

трометрии дочерних продуктов распада радона, экспериментально опре-
делены эффекты самопоглощения а-активности в пробе и осаждения дочер-
них продуктов радона в цилиндрических каналах.

Теория метода и методика измерений

Выражения для активности каждого из дочерних продуктов радона,
которые осаждаются с постоянной скоростью (методы фильтрации, элек-
тростатической преципитации, инерционного и диффузионного осажде-
ния, оседания в поле тяжести и др.) к моменту окончания отбора пробы
могут быть получены путем решения уравнения для цепочки радиоактив-
ных превращений, когда материнское вещество является долгоживущим
[5]. Активности RaA, RaB и RaC запишутся соответственно в виде:

АА (Ѳ) = 6 А^ А^(і- е- л А в );^ (1)
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А В (Ѳ) = bBW* (1 ^е-^в») + 6aw'[1 +
Х в е А — Аде в

\ в к * ' ' "А " А Яд. V" ' Яд — Я в

А с (Ѳ) = 6c lF c g c (Ѳ) + 6BW B EB (Ѳ) + 6AW A l A (Ѳ),

(2)

(3)

где: Ѳ — время отбора пробы, мин; 6А , бв , 5С — коэффициенты осажде-

ния RaA, RaB и RaC; W A , W B , W c — скоростиосаждения активности

RaA, RaB и RaC, кюри/мин; ХА , Х в , Х с — постоянныераспада RaA,
RaB и RaC, мин'1 .

£с(Ѳ) -Ці„_. е -Ѵ
лс

ів;(Ѳ^^(і^ ^-.^ Ѵ

(4)

(5)

;а(Ѳ)
1

Яд
1 —

АВ^"^ 8 Х А Х с е~^
(Я в — Яд) (Xq — Яд)

1 1 - я с 8
_ А.А^В е

(Яд — Я С )(Я В — Я с )

(Яд — Яв) (Яс — Яв)

(6)

Выражения для активностиRaA, RaB и RaC к моментувремени ^,
прошедшему послеокончания отбора пробы, получим, применяя извест-

ные выражения для цепочки радиоактивныхпревращений [6]:

А А (Ѳ^) = А А (Ѳ) е - хА',

„-W "^Q* ----- ^ Л '\А в (Ѳ, 0 г А А (Ѳ) -^^ ^в'- е-А');

(7)

(8)

А С (Ѳ, 0 = А с (Ѳ) е - Лс' + А в (Ѳ) ( е - я с -?.„*в') +

Ад (Ѳ) л.в Л с

—Xr,t — ^д^
е ь — е А

-л^іС _
-*■»<

(Яд — Я в ) (Я с — Я в ) (Яд — Я с ) (Х в — Я с ) .

(9)

Существенноеразличиев энергиях а-излученияRaA (6,00 мае) и

RaC (7,68 мае), а такжеР-излученияRaB (Ётях = 0,65 мэв) и RaC (£тах =
= 3,17 мэв) даетвозможность сравнительнопросто раздельно измерять

активностькаждого из этих изотопов методома- и Р-спектрометрии.
Для измеренияа-активностииспользовалась установка, состоящая

из датчикаа-излучения(кристаллCsl (Т1) толщиной0,1 мм)и амплитуд-
ного анализатораАИ-100. При измеренииР-излучения датчикомслужил
кристаллантраценатолщиной 20 мм.

Для определенияА А (Ѳ, t), А в (Ѳ , 0 й А с (Ѳ > 0 в кюри проводились

относительныеизмерения. В качествеобразцового источникаиспользо-

вался неэманирующийа-, Р-излучающий источникRa226 , энергетические

спектрыкоторого приведенына рис. 1, 2.
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Поскольку Ra226 , Rn222 , RaA, RaB, RaC и RaC в источнике нахо-

дятся в равновесии, можно легко определить число распадов а-излучаю-

щих изотопов RaA и RaC за определенное время. Число распадов |3-излу-

600 К А
ft Л

400 /ѵ Л

200 1

J / \
~"
/ V ' V

20 40 60
Номер тнапа

Рис. 1. Альфа-спектр источника Ra 2

Щ 60
Номер канат

Рис' 2. Бета-спектр источника Ra 22s .

чающих изотопов RaB и RaC находится путем разделения непрерывного

(3-спектра при помощи конверсионной линии Cs137 , энергия которой
0,624 мэв служит в качестве реперной точки для разделения RaB и RaC.

Экспериментальное определение коэффициента самопоглощения

а-активности в пробе

Коэффициент самопоглощения а-излучения зависит от распределения

активности и пыли в пылевом осадке, от дисперсности пыли и других

факторов.
Будем считать, что проба представляет собой плоский источник с рав-

номерным распределением активности в слое осевшей пыли. Расчет, про-

веденный в работе [7], показывает, что спектр а-частиц, вылетающих

из плоского источника, имеет вид:

N (е) дя, =
N 0 n&"— [ d&

\Н Ѳ(Я-1)
N„ne' dz

4tf
Ѳ[е — е'(Я)]Ѳ[1 — H] +

N„Hne га— 1 de
4(l-e"f Ѳ[в'(Я)-е]Ѳ[1-Я], (10)

E г, h n
где e = -=------ относительная энергия а-частиц, л = -5— \п — толщина

активного слоя, R 0 = аЕ% — пробег а-частиц с энергией Е 0 в материале

пыли),
і

в' (Я) = (1-Я)"

( 1 при х > у

Чх — у) = ] г\ ^4 ѵ ' [0 при х<Су-

N, активность изотопа в пробе.
Доля а-частиц, вылетающих из такого слоя

р(т)
No

11 633

(П)

L7S



зависит от толщины пылевого осадка т (мг/см?) и определяется интег-

рированием выражения (10) по энергии

р(т) = ^Ѳ(Я-1) + ^Ѳ(1-Я). (12)

Коэффициент самопоглощения а-излучения k (т) запишется в виде

-Jt(rt) = 1— р (т). (13)

Идея измерения коэффициента самопоглощения а-частиц RaC в пробе
базируется на том, что в ряду распада радона

а (3,825 дня) а (3,05 мин) _ _ Р (26,8 мин)
Rn -------------- > RaA -------------- > RaB ------ -------- >

5,486 мэв 5,998 мэв 0,65 мэв

Р (19,7 мин) а(1,6.10-«сяс)
RaC----------------- ► RaC ---------------- ►

1,65 мэв (23%) 7,68 мэв

3,17 мэв (77 о/о)

а-излучатель RaC всегда находится в равновесии с р-излучателем RaC
(A.Rac > ^Rac), т. е. активности RaC и RaC равны между собой в любой
момент времени

Ac (t) = Ас (0- ( 14)

Поскольку а-излучение RaC в значительной степени поглощается
в пробе, а поглощение Р-излучения RaC пренебрежимо мало, то из сравне-
ния счета а-частиц RaC' и (5-частиц RaC можно определить коэффициент
самопоглощения а-излучения RaC в пылевом осадке.

Эта идея применима и к а-излучателю ThC, так как в ряду распада
торона он всегда находится в равновесии с ^-излучателем ThC.

Количества Р-частиц RaC— Nc и а-частиц RaC— Nc, зарегистриро-
ванных за время измерения Т, запишутся следующим образом:

т

Nc=ea $A c (t)dt, (15)

т

N c .=p c .{m)e a §Ac(t)dt, (16)

где Ер и 8 а — эффективности регистрации Р- и а-излучения RaC и RaC.
Так как Ас (і) = Ac (t), то

Pc-(m)=^- — • (17)

Отношение — можно определить, измеряя счет Р-частиц RaC и

а-частиц RaC от описанного выше образцового источника Ra2M с постоян-

ной активностью Асс

(18)

(19)

(20)
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Таким образом,

Рг. (т) (21)

При измерениях была использована установка, схема которой изо-

бражена на рис. 3.

=0=

4 ё
®= W'

w

5
10

Рис. 3. Схема экспериментальной установки:

/ — камера типа 1 КА-НЖ с источником Ra 2ze ; 2 — пылевая
камера; 3 — воздуходувка ПРВ-1М; 4 — предусилитель; 5 —

ФЭУ-13; 6 — кристалл Csl (Т1); 7 — фильтр типа ЛФС;
8 — кристалл антрацена; 9 — ФЭУ-29; 10 — пересчетный при-

бор «Искра- 1».

В качестве аэрозоля использовался хлористый аммоний NH 4C1 с лога-

рифмически нормальным распределением частиц по размерам [8], обра-
зующийся в результате взаимодействия в газовой фазе хлористого водо-
рода и аммиака

НС1 + NH 3 -> NH 4C1.

Микрофотография аэрозолей NH 4C1 приведена на рис. 4.

Рис. 4. Микрофотография аэрозоля NH 4 C1.

После получения нужной концентрации аэрозоля в пылевую камеру

объемом 2 м 3 впускали радон с дочерними продуктами. Образовавшийся
радиоактивный аэрозоль N.H 4C1 осаждался на фильтр типа ЛФС путем

прокачки заданного объема воздуха ротационной воздуходувкой ПРВ-1М.
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Активность пробы измеряли при помощи спектрометрической уста-
новки, состоящей из а- и (3-каналов. Каналы состояли из датчиков <х-

Р(т)

0,8

0,6

0,4

0,2

^^ОО О

^о^

сf*e^l

*--W

—4
w 12 Ш 16 т, мг/см'

Рис. 5. Зависимость р от т при различных порогах дискриминации:

/ _ 1 в ; 2 — 50 в; 3 — 60 в; 4 — 70 в.

и (5-излучения [кристаллы Csl (Т1) и антрацен соответственно], инте-
гральных дискриминаторов и пересчетных приборов типа «Искра-1».

Измерения проводились по

методике, описанной выше.

дд\ _______ |_______ |_______ I______ Ц)_______ I Вначале измерялись вели-

чины N c ., N c , Nlc-\ ЫГ,
a затем*;і'по формуле (21)
вычисляли величину рс (т),
связанную ; , с коэффициен-
том самопоглощения форму-
лой (13).

На рис. 5 даны резуль-

таты измерения рс (т) в за-
висимости от количества пы-

ли, осажденной на 1 см 2
поверхности фильтра, кото-

рые сняты при разных поро-

0,3 г п \І П И гах дискриминации. Экспе-
риментальные точки кривой
1 хорошо согласуются с тео-

ретической кривой, построен-

ной по формуле (12), если

принять пробег а-частиц RaC
в слое хлористого аммония

R 0 = 12,5 мг/см 2 .

Номер канат На рис. 6 приведены

а-спектры RaC, снятые на

амплитудном анализаторе им-

пульсов АИ-100 при различ-

ных количествах пыли на

К
W*

С;

J

I

1

и

2

3 JL

4 \\
20 40 60 80 100

Рис. 6. Альфа-спектры RaC для различных коли-
честв пыли на фильтре:

/ — 0,00 мг/см 2 , 2 — 2,10 мг/см 2 , 3 — 4,47 мг/см 2 ,

4_— 9,00 мг/см 2 .

фильтре. Нормировка числа импульсов RaC на RaC, зарегистрирован-
ных за одно и то же время, произведена с целью сведения всех экспе-

риментов к одной системе отсчета.
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Из рис. 5 и 6 следует, что при наличии заметных количеств пыли на

фильтре происходит существенное поглощение, а спектральные искаже-

ния довольно велики, что в некоторых случаях ограничивает применение

метода а-спектрометрии при измерении активности пылевого осадка.
Полученные результаты могут применяться для введения поправки

на самопоглощение а-излучения при определении концентрации Рц238
в воздухе, так как в данном случае приходится прокачивать большие
объемы воздуха и на фильтре накапливается большое количество пыли.

Экспериментальное определение осаждения дочерних продуктов распада

радона RaA, RaB и RaC в цилиндрическом канале

Спектрометрия дочерних продуктов распада радона может быть с успе-

хом применена для изучения вопросов образования радиоактивных аэро-

золей и их поведения в различных системах. В данной работе она была
использована для изучения осаждения дочерних продуктов распада

радона, что имеет значение не только в медицине, биологии, защите

от излучений, но и в соответствующих отраслях промышленности, так как

позволяет оценить вызванные осаждением потери радиоактивных частиц

в подводящих коммуникациях, соединительных трубопроводах, пробо-
отборниках дозиметрических приборов и т. д.

Вопросам осаждения дочерних продуктов распада радона при про-

хождении их через цилиндрические каналы посвящены работы [9], [10],
[11]. Существенным недостатком этих работ, на наш взгляд, является

несовершенство методики измерения активности осадка. В работе [9],
например, осаждение RaA измерялось по RaC, в работе [10] — по RaC,
что, как показано в работе [4], может в отдельных случаях приводить

к ошибке в несколько сот процентов. К тому же работ по осаждению

дочерних продуктов радона вообще очень немного, и в литературе этот

вопрос освещен слабо.
Для установившегося режима диффузии в круглом канале длиной х,

при не очень малых значениях параметра р.

где D — коэффициент диффузии частиц;

R — радиус канала;

U — средняя линейная скорость частиц при движении их через

канал.

Гормлей и Кеннеди [12] получили формулу:

— = 0,819 ехр (—3,657ц) + 0,097 ехр (—22,3ц) + 0,032 ехр (—57р.), (23)

где п — средняя концентрация частиц на выходе канала;

п 0 — начальная концентрация частиц на входе канала.

Для неустановившегося режима диффузии, т. е. для малых \х, эти же

авторы вывели формулу:

А А.
-^= 1 — 2,56ц. 3 + 1,2ц + 0,177 ц. 3 . (24)
п 0

В работе [9 ] на основе этих формул измерен коэффициент диффузии
свободных атомов RaA. Вычисленная величина D = 0,054 см 2/сек. В ра-
боте [11] указывается, что при определении D необходимо учитывать

поправку за счет распада радона внутри канала. В ней приводится зна-
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чение D = 0,068 смУсек. По-видимому, этот результат является более
точным, хотя авторы не указывают, как учитывалось явление проскока
дочерних продуктов радона через поперечный фильтр.

В данной работе исследовали осаждение дочерних продуктов распада
радона в цилиндрическом канале с помощью более совершенной мето-
дики, позволяющей раздельно и более точно измерять осаждение RaA,
RaB и RaC.

Для определения осаждения дочерних продуктов радона воздух,

■содержащий радон и его дочерние, прокачивали с одинаковой скоростью
через два цилиндрических канала, находящихся в одинаковых условиях.
В одном канале фильтр устанавливали на входе, в другом — на выходе.
По разности активностей фильтров определяли процент активности, осев-
шей внутри канала для каждого из изотопов. В качестве источника воз-
духа, содержащего радон и его дочерние продукты, использовали камеру

1КА-НЖ с помещенным внутри нее раствором Ra226 активностью
10" б кюри. Скорость потока воздуха в каналах измеряли двумя сухими
газовыми реометрами. Концентрацию радона контролировали с помощью
двух рудничных радиометров воздуха типа РАНаг-1. Воздух через каналы
прокачивали при помощи портативных, встроенных в радиометры, воздухо-
дувок типа ПРВ-1М. В экспериментах использовали атмосферный воздух
с нормальной влажностью и запыленностью, т. е. эффект осаждения иссле-
довали при нормальных естественных условиях. Концентрация радона
в воздухе составляла 5- Ю -8 кюри/л. Длительность прокачки составляла
10 мин. Для устранения ошибки, связанной с проскоком радиоактивных
аэрозолей через фильтры, в каждый держатель устанавливали по два
фильтра. При работе использовали спектрометрические фильтры типа
ЛФС-1. Таким образом, при изучении осаждения методом двух «лобовых»
фильтров в первую, вторую, третью и четвертую минуты после окончания
прокачки измеряли соответственно активность четырех фильтров. По
формулам (7)— (9) активность RaA, RaB и RaC, измеренную в эти минуты,
приводили ко времени, соответствующему моменту окончания прокачки.

Опыты проводили на цилиндрическом латунном канале размером
10 X 3100 мм при скоростях прокачки в диапазоне 3— 15 л/мин. Резуль-
таты измерения К — коэффициента, показывающего, какой процент-
активности осел на боковых стенках канала от активности, прошедшей
через канал за то же время, приведены ниже, %:

RaA 29

RaB 11

RaC 5

Из полученных результатов видно, что в основном осаждается RaA.
После этого был выбран канал такой длины, в котором фракция «свобод-
ных атомов» составляла бы наибольший вклад в суммарную осевшую
активность. В результате расчетов, основанных на использовании формул
(22), (23), выяснилось, что таким условиям отвечает канал размером
10 X 300 мм при скорости прокачки воздуха 3 л/мин. Результаты опытов,
проведенных на этом канале, следующие, %:

RaA 17

RaB 1,6

RaC 0,7

Были проведены эксперименты по непосредственному измерению
осаждения на фильтре, помещенном на боковую поверхность цилиндри-
ческого канала. Результаты представлены на спектрограммах (рис. 7— 10).
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С определеннойстепенью точностиможно считать, что К = 17%
соответствуетосаждениюсвободных атомовRaA. Тогдадля данногоканала
Іѵюжно записать:

А ° А о

где k x — измеренный экспериментальнокоэффициент осаждения как

часть осевшей активностиот общей активности;прошедшей
через канал размером 10 X 300 мм;

k 2 — коэффициентосаждения,теоретическиподсчитанныйна основе
формул (22), (23) для данных условий;

АІ — вклад фракции «свободных атомов» в активность, осевшую на

боковой поверхностиканала;

Ао — начальная концентрация«свободных атомов» на входе цилин-

дрического канала;

А 0 — начальная концентрация«свободных атомов» и аэрозолейна
входе цилиндрическогоканала.

Тогда очевидно, что

*і - А °
«2

(27)

Таким образом, по соотношению-± можно судить о концентрации
<2

«свободной»фракциив воздухе, содержащемрадони егодочерниепродукты

—1- = п — доля «свободных атомов», выраженная в процентахот сум-

марнойконцентрациив воздухе каждого из изотопов. Ниже приведены
полученныерезультаты, п (%):

RaA 33,3

RaB 3,1

RaC 1,4

Проведенныеэкспериментыпоказывают, что концентрация«свобод-
ных автомов» RaB и RaC в естественномвоздухе гораздо меньше, чем

концентрация«свободных атомов» RaA. Однако даже при таких соотно-
шениях концентрации«свободных атомов» каждого из изотопов в воздухе

вклад RaB и RaC в поглощенную дозу, как было показанов работе [5],
можетбыть сравнимс вкладом RaA.
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IV. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

В. И. ПУСТОВОЙТ, А. В. БАУТИН

УДК 530. 12 : 531. 51

ДВИЖЕНИЕ ГИРОСКОПА В ТЕОРИЯХ ГРАВИТАЦИИ

Рассматривается движение гироскопа как в рамках общей теории относитель-
ности (эффект Шиффа), так и в линейных теориях Биркгоффа и Белинфанте— Сви-
харта. Показано, что движение гироскопа согласно линейным теориям Биркгоффа
и Белинфанте— Свихарта существенно отличается от результатов общей теории
относительности, и поэтому эксперимент с гироскопами дает возможность отличить
общую теорию относительности от указанных линейных теорий.

Проблема экспериментального подтверждения общей теории относи-
тельности является актуальной и в настоящее время [1—4]. На одну
из новых возможностей в этом направлении обратил внимание недавно
Шифф [3], который рассмотрел движение гироскопа в общей теории отно-
сительности. Шифф показал [3], что гироскоп, находящийся, скажем^,
на спутнике, будет прецессировать с угловой скоростью Q, определяемой
выражением (10), Наблюдение за прецессией такого гироскопа, как уви-
дим ниже, может служить опытом, позволяющим отличить общую теорию
относительности от других теорий тяготения.

Известно, что в настоящее время делаются определенные попытки
подойти к проблеме тяготения другим, отличным от общей теории относи-
тельности путем. Это относится, главным образом, к всевозможным линей-
ным теориям гравитации [5—7], основанным на обычной псевдоэвкли-
довой метрике пространства— времени. Существенно, что отличить на
опыте линейные теории от общей теории относительности довольно трудно:
для всех трех критических эффектов «загибания» луча в поле тяготения —
смещения перигелия планет и «красного» смещения — линейные теории
дают те же значения, что и общая теория относительности [6, 7].

Различие удается обнаружить только в четвертом эффекте [8] —

дополнительном смещении перигелия планет (спутников), вызванном вра-
щением центрального тела. Однако этот эффект крайне мал и вряд ли
можно надеяться обнаружить и измерить его в ближайшем будущем.

Поэтому интересно рассмотреть движение гироскопа в линейных
теориях и затем сравнить с результатами общей теории относительности.

Движение гироскопа в общей теории относительности

Метод, которым пользовался Шифф [3] при определении угловой
скорости прецессии гироскопа, является довольно сложным и громоздким.
Исходными в работе Шиффа [3] являются уравнения движения для спина
пробной частицы в поле Шварцшильда, найденные Папапетроу [9],
исходя из динамического принципа Фока [10]. Число полученных таким
способом уравнений оказывается меньше числа неизвестных функций,
поэтому приходится в той или иной форме вводить дополнительные усло-
вия [3]. что значительно усложняет весь расчет.

Ниже мы покажем, что эффект релятивистской прецессии оси гиро-
скопа можно получить значительно проще, исходя из функции Лагранжа,
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которую нетрудно построить. Этот метод аналогичен решению задачи
Лензе и Тирринга, приведенной в книге Ландау и Лифшица [11, 12]. По-
скольку излучение гравитационных волн является эффектом порядка (и/с) 5 ,

то, как известно [12], система гравитирующих тел может быть описана
с помощью функции Лагранжа с точностью до членов (и/с) 4 , что оказы-

вается вполне достаточным для вычисления эффекта. Кроме того, общеко-
вариантный метод получения уравнений движения спиновой частицы
является специфическим методом общей теории относительности и не-
посредственно к линейным теориям не применим. В целях сравнения
результатов для различных теорий, на наш взгляд, расчеты целесооб-
разно вести по единому методу.

Функция Лагранжа для точечной массы dm, находящейся в грави-

тационном поле g ik , имеет вид:

dL = -dmc^^-dmcYg, ditir- Ф
Подставляя в выражение (1) значения метрического тензора g lk = b ik +
+ h ik , где h ik — малые отклонения от галилеевой метрики, с точностью

до членов (и/с) 4 получим [12]:

dL = dmc*{*f + ^ + h 0a v-f-+h a^+^v 2 + ^), (2)

где ѵ — трехмерная скорость массы dm, а компоненты тензора h lk с уче-

том вращения центрального тела равны [12]:

Kk — 2фб«> h 0a = , зоз Фо/?]а>

і, ft, 1=1, 2, 3, О

a, P = 1.2,3, (3)

A'o = Ш

где x = 6-67-10~ 8 г _1 см+3 сек' 2 — гравитационная постоянная, М —

масса, / — радиус центрального тела, Q0 — угловая скорость вращения
центрального тела вокруг оси, R — радиус-вектор массы dm.

Чтобы получить функцию Лагранжа для гироскопа, находящегося
в заданном поле g ik , выражение (2), очевидно, необходимо проинтегри-

ровать по всему объему гироскопа, т. е.*

z=\dL. ■ (4)
(V)

Пусть /? 0 — радиус-вектор центра инерции гироскопа, тогда R =

= Ro + r, где г — координаты массы dm в системе отсчета с центром

инерции гироскопа, т. е.

\r a dm = 0. (5)
(У)

Скорость массы dm, очевидно, равна Ѵ= Ѵ 0 + Ыг], где Ѵ 0 — орби-
тальная скорость спутника, со — угловая скорость вращения гироскопа

* Строго говоря, функция Лагранжа системы гравитирующих частиц не равна сумме
функций Лагранжа отдельных частиц, однако для рассматриваемого нами случая это огра-
ничение совершенно не существенно.
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вокруг своей оси. Подставляя в выражение (4) равенства (2) и (3) и исполь-
зуя при этом условие (5) и определение тензора инерции [13], получим:

Лг0= ІМав— r a r [i) dm > /в р = ( /' ]• (6)

(V)

В результате несложного интегрирования получим:

L = "^- + 4 + іШ( 5 ' ^- *<•» +ЙФ Ж ^ 3" (ИЖ)) - (7)
с "о с ^о

Здесь S = І& —- момент количества движения гироскопа, М =
о

= -g- 7И/ 2Й 0 — момент количества движения Земли, п = R<JR0 — еди-

ничный вектор.

При выводе (7) мы учли, что

■лМ

Ro «1,
С 2 Яо «1.

Полученное выражение для функции Лагранжа (7) имеет ясный
физический смысл: первые два члена — это энергия поступательного

и вращательного движения гироскопа, третий член представляет собой
энергию спин-орбитального взаимодействия и, наконец, последний член —

это энергия «спин-спинового» взаимодействия.
Уравнения движения гироскопа (уравнения Эйлера —Лагранжа)

будут:

d dL dL п ,п\

1йШ—д$= °' (8)

где ф — угол. Подставляя в уравнения (8) выражение (7), получим:

^ = [5Й], (9)

где угловая скорость прецессии й равна:

Я = 1^№о]+-^г(М-Зп(Мп)). (10)
с Н 0 с К 0

Этот результат совпадает с окончательной формулой из работы Шиффа [3],
если в последней отбросить член, соответствующий томасовской прецес-

сии [14]. Томасовская прецессия есть эффект специальной теории отно-
сительности, он одинаков во всех теориях и без труда может быть полу-

чен таким же методом, если учесть, что dL/dr = /— внешней силе негра-
витационного происхождения. Тогда вместо выражения (10) получим:

^ = -&-М + ІЩ&оШ + ^(М-Зп (Мп)). (10а)

Это выражение описывает прецессию гироскопа при наличии дополни-

тельной силы /.Для спутника / = 0 и, если спутник летит близко к Земле,
то основной член в равенстве (10) fi«*7-10~ 9 рад/ оборот ^ 3 х
X Ю -7 углов, сек/сек. Отметим, что этот результат можно получить не
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только из функции Лагранжа, но и непосредственно из уравнений дви-

жения:

d х . pa dx dx _ ,-. /1 1 \

~^Г + Ітпиг~ж- У} - (l[)
Для этого уравнения (11) необходимо умножить слева векторно на г

и проинтегрировать по объему гироскопа, после чего сразу следует

вывод (9).

Движение гироскопа в линейных теориях гравитации

Мы не будем останавливаться на теоретическом анализе линейных тео-

рий, поскольку это не входит в нашу задачу, а рассмотрим только те экспе-

риментальные, выводы которые возможно проверить на опыте. Отметим
только, что линейные теории связаны с серьезными трудностями, главная

из которых заключается в том, что плотность энергии гравитационного

поля не является положительно определенной [15, 16].
Рассмотрим вначале эффект в теории Биркгоффа [6, 7].
Уравнения поля и уравнения движения в этой теории имеют вид:

uh ik -=-^T ik , (12а)

dx l 0 І дМ т dhl k \ dx l dx m (]9в)

ds 2 gik [dx k dx m j ds ds - У >

Причем, ds2 = g°ik dx l dx k — интервал специальной теории относи-
о

тельности, g°p = — 6 ap , qQ0 = 1, T lk — тензор энергии-импульса мате-

рии (без гравитационного поля) 2 . Решение уравнения (12а), соответствую-

щее полю вращающегося шара, имеет вид (7) — (8):

h tk = <p6tt , h 0a = -g-2L_[Q/fl a . (13)

Подставляя выражения (13) в выражение (126), получим уравнения дви-

жения точечной массы в поле (13):

d 2 R a *MR a хМ 2na , 2%М a (R О^У dh< " — cv y ^ ( Ы)
~dW = ------ R* ------ ^W VR +^r V W°)+ 2cv ^Г CV аду . (14)

Очевидно, что все члены уравнения (14), кроме членов вращения, могут

быть получены из функции Лагранжа:

dz = dmc\^ + <?{\ ¥£)}: ( 15 )

Дальнейшая схема вычисления угловой скорости прецесии, обусловлен-
ной «спин-орбитальным» взаимодействием, ничем не отличается от случая

общей теории относительности, рассмотренного выше. Результат можно
получить сравнив коэффициенты соответствующих членов функции (15)
и (2):

Q=-^[v 0R 0 ]. (16)

* Теории Биркгоффа не являются линейным приближением общей теории относи-
тельности, более того, как было показано в работе [17], уравнения движения (126) не
являются геодезическими в каком бы то ни было римановом пространстве.
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Что касается членов вращения, то в этом случае приходится про-
изводить вычисления иначе, поскольку для них неизвестна функция Лаг-
ранжа. Если умножить уравнение (14) слева векторно на г и проинтегри-
ровать по объему гироскопа, то для круговой орбиты получим:

+ і^(»'Лш)'---ѢіМт]Фп). (17)

Первый член, естественно, соответствует результату равенства (16),
последние три члена дают прецессию гироскопа, обусловленную наличием
вращения центрального тела. Таким образом первый основной член
прецессии оказывается в полтора раза меньше, чем в общей теории отно-
сительности. Прецессия, не обусловленная вращением, даже по струк-
туре отличается от получаемой по общей теории относительности.

Рассмотрим теперь этот эффект в теории Бел инфанте— Свих арта [6].
Хотя в этой теории имеется лагранжиан, как уравнения поля, так и урав-
нения движения получаются по вариационному принципу. Пользоваться
непосредственно лагранжевым методом для вычисления эффекта нельзя.
Обусловлено это тем, что в работе [6] используется лагранжиан второго
рода [18], в котором варьируется независимо импульс, координаты и спе-
цифические для этой теории их комбинации. Полученные таким образом
уравнения поля и уравнения движения имеют вид:

^[*Bh ik+ fb ik nhZ]=-±T ik -k6 ik 2mbc4(X -x(t)), (18)

S -W !? + k^ b% f = ¥ -.!*>'] '
тещ [1 - khZ] = b [Pi-| Pm hT ] • (19)

Здесь a, /, k — числовые константы, которые в теории подбираются
так чтобы все три «критически х» эффекта совпадали с известными зна-

чениями, Рі - импульс, & = ]/=^> где а* - скорость, определение
которой содержится в системе (19).

В линейном приближении, по гравитационным потенциалам система

(19) будет:

^ = І **І^ 2 а_С (20)

dt* 2 dt дх ѵ- Т дх*

Решения уравнений поля (18) для случая сферически симметричного

центрального тела имеют вид [6, 8]:

/і а р =-- с, фб оР> /іоо = соф, h lt = — с/ф, (21)

hoc = 5ac 2 tf 3 [й оЯ]а.

Умножая уравнение (20) слева векторно на г и интегрируя по объему
гироскопа, после несложных вычислений получим:

§ _ -l(Cl + kcr)^\[S IvM + R,(Sv.)\ +
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Выражение (22) показывает, что независимо от значения констант
с'і, с±, Сдвижение гироскопа в теории Бел инфанте— Свих арта носит совер-
шенна иной характер, чем в общей теории относительности. Вектор угло-
вой скорости вращения волчка, например, согласно (22) будет не только
прецессировать, но изменяться по величине.

Таким образом, чистая прецессия, как это видно из сравнения фор-
мул (17), (22) и (10), характерна только для общей теории относитель-

ности.
Трудности наблюдения прецессии оси гироскопа как на спутнике,

так и в лабораторных условиях весьма значительны. Тем не менее, наблю-
дения этого эффекта в лабораторных условиях являются, несомненно,
более простой задачей, чем генерация и прием гравитационных волн [19].
Действительно, за излучение гравитационных волн ответственны члены
{vlcf в функции Лагранжа, а за прецессию гироскопа — члены порядка

(у/с) 4 .

В заключение приносим глубокую благодарность проф. В. Л. Гинз-
бургу за предложенную тему и руководство.
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