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А.И.ЛШДЕЛЕЕВА

СіШб.р

МЕТОДЫ

 

ОБРАБОТКИ
РЕЗУЛЬТАТОВ

 

НАБЛЮДЕНИЙ
ПРИ

 

ИЗМЕРЕНИЯХ

Труды

 

метрологических

 

институтов

 

СССР

ВЫПУСК
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ВСЕСОЮЗНЫЙ

             

I
НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ

 

ИНСТИТУТ
МЕТРОЛОГИИ

 

им.

 

Д.

 

И.

 

МЕНДЕЛЕЕВА

<3|

ft

МЕТОДЫ

 

ОБРАБОТКИ
РЕЗУЛЬТАТОВ

 

НАБЛЮДЕНИЙ
ПРИ

 

ИЗМЕРЕНИЯХ

Труды

 

метрологических

 

институтов

 

СССР

ВЫПУСК

    

134(194)

Cf
Под

 

редакцией

доктора

 

техн.

 

наук,

 

профессора

 

К.

 

П.

 

ШИРОКОВА

ИЗДАТЕЛЬСТВО

 

СТАНДАРТОВ

МОСКВА

 

—

 

ЛЕНИНГРАД

1972



редакционный

 

совет

В.

 

О.

 

Арутюнов

 

(председатель),

 

Н.

 

Н.

 

Александрова

 

(секре-

тарь),

    

С.

  

В.

  

Горбацевич,

    

А.

 

Н.

  

Гордов,

    

Е.

 

■

 

Ф.

 

Долинский,

A.

   

И.

 

Карташев,

 

Л.

 

К.

 

Каяк,

 

И.

 

И.

 

Киренков,

 

Д.

 

К.

 

Колле-

ров,

   

Е.

   

Д.

   

Колтик,

    

П.

   

П.

   

Кремлевский,

    

И.

   

Н.

   

Кротков.

B.

   

Л.

 

Лассан,

 

Б.

 

Н.

 

Олейник,

 

Л.

 

К.

 

Пеккер,

 

Т.

 

Б.

 

Рождест-

венская,

 

А.

 

М.

 

Федоров,

 

Е.

 

Н.

 

Чечурина,

 

К.

 

П.

 

Широков,
Е.

 

Г.

 

Шрамков,

 

М.

 

Ф.

 

Юдин.

Ответственный

 

редактор

доктор

 

технических

 

наук

 

профессор

В.

 

О.

 

АРУТЮНОВ



ПРЕДИСЛОВИЕ

Информативность

 

результатов

 

измерений

 

зависит

 

от

 

их

точности,

 

и

 

при

 

необходимости

 

повышения

 

ее

 

уровня

 

на

 

извест-

ном

 

этапе

 

приходится

 

прибегать

 

к

 

многократным

 

наблюдениям
и

 

обрабатывать

 

последние

 

для

 

нахождения

 

оценок

 

погреш-

ностей

 

получаемых

 

результатов.

 

Опубликовано

 

много

 

работ,
излагающих

 

математические

 

основы

 

обработки

 

результатов

наблюдений.

 

Однако,

 

к

 

сожалению,

 

до

 

настоящего

 

времени

 

не

имеется

 

нормативных

 

документов,

 

позволяющих

 

единообразно
выбирать

 

оценки

 

параметров

 

точности

 

результатов

 

измерений
и

 

пользоваться

 

единой

 

методикой

 

их

 

вычисления.

 

В

 

связи

 

с

 

этим

часто

 

указываются

 

параметры

 

точности

 

результатов,

 

несравни-

мые

 

друг

 

с

 

другом,

 

вследствие

 

чего

 

теряют

 

в

 

ценности

 

и

 

сами

результаты.

Особенно

 

чувствуется

 

отсутствие

 

унифицированной

 

мето-

дики

 

обработки

 

результатов

 

наблюдений

 

в

 

области

 

метрологи-

ческих

 

исследований,

 

в

 

которых

 

точность

 

воспроизведения

 

еди-

ниц

 

и

 

передачи

 

их

 

размеров

 

оказывает

 

большое

 

влияние

 

на

точность

 

широкого

 

круга

 

средств

 

измерений

 

и

 

тем

 

самым

 

на

общий

 

уровень

 

точности

 

всех

 

выполняемых

 

с

 

их

 

помощью

 

изме-

рений.

 

Не

 

требует

 

доказательств

 

актуальность

 

унификации
оценок

 

точности

 

и

 

при

 

подготовке

 

к

 

публикации

 

стандартных

и

 

справочных

 

данных

 

о

 

свойствах

 

всякого

 

рода

 

веществ

 

и

 

ма-

териалов.

ВНИИМ

 

им.

 

Д.

 

И.

 

Менделеева

 

включил

 

в

 

свою

 

тематику

разработку

 

рекомендаций

 

по

 

методике

 

обработки

 

наблюдений
при

 

измерениях,

 

первым

 

результатом

 

которой

 

явилась

 

рекомен-

дация,

 

относящаяся

 

к

 

прямым

 

измерениям.

 

Она

 

публикуется
в

 

настоящем

 

сборнике

 

от

 

имени

 

ее

 

авторов

 

— Ж.

 

Ф.

 

Кудряшо-
вой,

 

С.

 

Г.

 

Рабиновича

 

и

 

К.

 

А.

 

Резника.

Представляется

 

желательным,

 

чтобы

 

в

 

дальнейшем,

 

после

соответствующей

 

аппробации,

 

рекомендация

 

была

 

доведена

 

до

уровня

 

нормативного

 

документа.
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Помимо

 

этого

 

предполагается

 

продолжить

 

работу

 

и

 

охватить

те

 

случаи

 

прямых

 

измерений,

 

для

 

которых

 

не

 

подтверждается

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

распределения

 

наблюдений,

 

а

 

также

другие,

 

более

 

сложные,

 

виды

 

измерений,

 

и

 

в

 

первую

 

очеоель

косвенные

 

измерения.

В

 

заключении

 

приведены

 

пояснения

 

к

 

некоторым

 

принятым

в

 

рекомендации

 

положениям.

Замечания,

 

которые

 

могут

 

возникнуть

 

при

 

практическом

 

при-

МеНеНт С пРпесКОл^ еНДацИИ '

 

ПР°СИМ

 

направлять

 

по

 

адресу:

 

Ленин-
град

 

1У8005,

 

Московский

 

проспект

 

19,

 

ВНИИМ

 

им

 

Д

 

И

 

Мен-

делеева,

 

метрологический

 

отдел.

Редактор



УДК

 

53.08:519.2(0,83

 

96)

Ж-

 

Ф.

 

Кудряшова,

 

С.

 

Г.

 

Рабинович,

 

К.

 

А.

 

Резник

вниим

РЕКОМЕНДАЦИЯ
по

   

методам

   

обработки

   

результатов

   

наблюдений
при

  

прямых

 

измерениях

ПРИНЯТЫЕ

   

ОБОЗНАЧЕНИЯ

А

 

— истинное

 

значение

 

измеряемой

 

величины;

а ъ

 

а 2 ,

 

а 3 ,

 

а 4

  

—

 

1-й

 

—

 

4-й

 

начальные

 

моменты;

Ь

 

—

 

координата

  

точки

   

прямой

   

регрессии,

   

соответ-

ствующая

 

среднему

 

значению

  

аргумента;

d*

 

—

 

оценка

   

отношения

   

математического

   

ожидания

абсолютных

 

значений

 

погрешности

 

к

 

стандарт-
ному

  

отклонению

   

(оценка

  

смещенная);

dlj—

 

разности

   

последовательных

   

наблюдений;
d

 

—

 

среднее

  

значение

   

разностей

   

последовательных
отклонений;

D

 

(X)

 

—

 

дисперсия

  

случайной

  

величины

 

X;
f

 

—

 

число

  

наблюдений

   

в

  

интервале

  

гистограммы;

gi

 

—

 

веса

   

объединяемых

   

данных;

h

 

—

 

длина

   

интервала

   

группирования

   

данных

   

на-

блюдений;
Н

 

—

 

число

 

уравнений

 

связи;

k

      

—

 

число

 

степеней

 

свободы;
К

 

—

 

коэффициент,

   

используемый

    

при

    

вычислении

толерантного

 

интервала;

L

 

—

 

число

 

групп

   

наблюдений;

    

число

    

интервалов
при

   

группировании

   

наблюдений;

   

число

   

изме-

ряемых

 

величин

 

в

 

п.

 

6.

 

3;
h>

 

h

 

— границы

   

доверительного

   

интервала;

   

границы

толерантного

 

интервала;

М

 

(X)

 

—

 

математическое

    

ожидание

    

случайной

    

вели-

чины

 

А';
т ь

 

т 2 ,

 

т 3 ,

 

т 4 —

 

1-й

 

—

 

4-й

  

центральные

 

эмпирические

  

моменты;

п

 

—

 

число

 

данных

 

в

 

группе

 

наблюдений;
N

 

— ■

 

общее

 

число

 

наблюдений

 

во

 

всех

 

группах;

Р

 

—

 

вероятность

 

наступления

 

события;



q

 

—

 

вероятность

   

ненаступления

   

события;

   

уровень

значимости

 

критерия;

R n

 

—

 

размах;

г

 

—

 

число

   

параметров

  

теоретического

  

закона

   

рас-
пределения;

S 2

 

—

 

оценка

 

дисперсии,

5

 

—

 

оценка

   

среднего

   

квадратического

   

отклонения

группы

 

наблюдений;
5;

 

—

 

оценка

   

среднего

   

квадратического

   

отклонения

среднего

 

арифметического;
t q

  

—^-процентная

 

точка

 

распределения

 

Стыодента;.

(tq)x

 

—

 

9-процентная

 

точка

 

распределения

 

средних

арифметических;

<"Ѵ 8

 

~~

 

<7~ ^-процентная

 

точка

 

распределения

 

компози-

ции

 

неисключенных

 

остатков

 

систематических
погрешностей;

^Ѵ

 

~

 

коэффициент,

    

соответствующий

   

q

 

-процентной
і

     

точке

    

композиции

   

распределения

    

случайных
погрешностей

 

и

 

неисключенных

 

остатков

 

систе-

матических

 

погрешностей;

Щ

 

—

 

данное

  

і

 

-го

   

наблюдения

    

с

    

неисключенными
__

        

систематическими

 

погрешностями;

и

  

—

 

предварительный

 

результат

 

измерения;

Уі — значение

   

г'-й

  

влияющей

  

величины;

А

 

Ѵ~і

 

—

 

отклонение

  

г'-й

  

влияющей

   

величины

  

от

  

номи-

нального

 

значения;

Wi

 

—

 

частность

 

і-ѵо

 

интервала;

X

 

—

 

случайная

 

величина;

Хі

 

— результат

 

г'-го

 

наблюдения;

х іо

 

—

 

середина

  

/-го

 

интервала

 

сгруппированных

 

наб-
_

        

людений;

х

 

— среднее

 

арифметическое

 

наблюдений

 

(при

 

от-

сутствии

 

систематических

 

погрешностей

 

—

 

ре-

зультат

 

измерения) ;

х

   

—совокупное

  

среднее

  

арифметическое;

Z (?

 

—

 

q

 

~

 

процентная

   

точка

   

нормального

   

распределе-
ния;

а

 

—доверительная

   

вероятность;

    

параметр

    

сдвига

прямой

 

регрессии;

Р

 

—

 

угловой

 

коэффициент

 

прямой

 

регрессии;

А

 

—

 

абсолютная

 

погрешность;

о

 

—

 

относительная

 

порешность;

і\1

 

—

 

коэффициент

 

влияния

   

г-й

 

влияющей

 

величины

на

 

погрешность

 

результата;

8-

 

—

 

неисключеиный

    

остаток

    

систематической

    

по-

грешности;

@і

 

—

 

граница

  

неисключенных

  

остатков

  

систематиче-
ской

 

погрешности

 

из-за

 

г'-й

 

влияющей

 

величины;



Ѳ ѵ —

 

граница

 

суммы

 

неисключенных

 

остатков

 

систе-

матической

 

погрешности;

А

 

—

 

известная

 

систематическая

  

погрешность;

jj-.v-y

 

—

 

смешанный

 

момент

 

второго

 

порядка;

ч

 

—

 

критерий

 

соответствия

 

Аббе;
Р

  

—

 

коэффициент

 

корреляции;

о

 

—

 

среднее

 

квадратическое

 

отклонение;

з 2

  

— дисперсия;

х

 

—

 

относительный

 

коэффициент

 

влияния

 

і-й

 

влия-

ющей

 

величины;

Ф(г)

 

—

 

интегральная

    

функция

    

нормированного

   

нор-

мального

 

распределения;

ц

 

(г)

 

—

 

плотность

   

вероятности

   

нормированного

   

нор-

мального

 

распределения;

у. 2

 

—

 

критерий

  

соответствия

  

К.

  

Пирсона.

1.

  

Для

 

обозначения

 

случайных

 

величин

 

применены

 

заглав-

ные

 

буквы

 

латинского

 

алфавита

 

(например,

 

X,

 

У).
2.

   

Символ

 

со

 

знаком

 

«~»

 

обозначает

 

оценку

 

соответ-
ствующего

 

параметра.

 

Например,

 

если

 

D(X)

 

—

 

дисперсия

 

X
то

 

D(X) — оценка

 

дисперсии

 

X.
3.

   

Символ

 

со

 

знаком

 

«*»

 

обозначает

 

смещенную

 

оценку
параметра.

4.

   

Символ

 

со

 

знаком

 

«ѵ»

 

обозначает,

 

что

 

в

 

оценку

 

со-
ответствующего

  

параметра

  

внесены

  

поправки.



1.

 

ОСНОВНЫЕ

 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1.1.

   

Прямое

 

измерение

 

— измерение,

 

при

 

котором

 

из-

меряемую

 

величину

 

непосредственно

 

сравнивают

 

с

 

мерой

 

этой

величины

 

или

 

ее

 

значение

 

отсчитывают

 

по

 

показаниям

 

прибора.

1.2.

     

Наблюдение

 

— экспериментальная

 

операция,

 

вы-

полняемая

 

в

 

процессе

 

измерения,

 

в

 

итоге

 

которой

 

получают

одно

 

из

 

значений,

 

подлежащих

 

обработке

 

для

 

получения

результата

 

измерения.

 

Различают

 

измерения

 

с

 

однократным

 

и

с

 

многократными

 

наблюдениями.

 

При

 

измерении

 

с

 

однократным

наблюдением

 

термином

 

«наблюдение»

 

пользоваться

 

не

 

следует.

1.3.

    

Погрешность

 

из

 

м

 

ер

 

ения

 

— отклонение

 

резуль-

тата

  

измерения

  

от

 

истинного

  

значения

  

измеряемой

  

величины.

Однако,

 

поскольку

 

истинное

 

значение

 

измеряемой

 

величины

остается

 

неизвестным,

 

на

 

практике

 

погрешность

 

измерения

 

оце-

нивают

 

путем

 

изучения

 

метода

 

измерения

 

и

 

используемых

средств

 

измерений.

По

 

способу

 

выражения

 

различают

 

погрешности

 

абсолютные
и

 

относительные.

 

Абсолютной

 

называют

 

погрешность,

 

выражен-

ную

 

в

 

единицах

 

измеряемой

 

величины,

 

а

 

относительной

 

— по-

грешность,

 

выраженную

 

в

 

долях

 

или

 

процентах

 

от

 

истинного

значения

 

измеряемой

 

величины.

Систематическая

  

погрешность

 

— это

  

составляющая

  

погреш-

ности

 

измерения,

 

которая

 

при

 

повторных

 

измерениях

 

одной

 

и

той

  

же

   

величины,

   

выполняемых

   

при

   

неизменных

   

условиях

остается

 

постоянной

 

или

 

закономерно

 

изменяется.

Случайная

 

погрешность

 

—

 

составляющая

 

погрешности

 

изме-

рения,

 

изменяющаяся

 

случайным

 

образом

 

при

 

повторных

 

изме-

рениях

 

одной

 

и

 

той

 

же

 

величины.

1.4-

 

Резко

 

выделяющееся

 

наблюдение

 

— это

 

на-

блюдение,

 

отклонение

 

которого

 

от

 

среднего

 

арифметического

группы

   

существенно

   

превышает

   

оправданные

   

объективными



условиями

   

измерения

   

значения

   

систематических

  

и

   

случайных

погрешностей.

1.5.

   

Группа

 

наблюдений

 

—

 

совокупность

 

результатов

наблюдений,

 

полученных

 

при

 

одних

 

и

 

тех

 

же

 

условиях.

1.6.

   

Доверительный

 

интервал

 

—

 

интервал

 

со

 

слу-

чайными

 

границами,

 

который

 

с

 

заданной

 

вероятностью,

 

назы-

ваемой

 

доверительной,

 

накрывает

 

истинное

 

значение

 

измеряе-

мой

 

величины.

 

Границы

 

доверительного

 

интервала

 

называют

доверительными

 

границами.

1.7.

    

Толерантный

 

интервал

 

—

 

интервал

 

со

 

случай-
ными

 

границами,

 

который

 

с

 

заданной

 

вероятностью

 

накрывает

заданную

 

долю

 

генеральной

 

совокупности

 

наблюдений.

 

Гра-
ницы

 

толерантного

 

интервала

 

называют

 

толерантными

 

грани-

цами.

2.

  

ВЫЧИСЛЕНИЕ

 

СТАТИСТИЧЕСКИХ

 

ХАРАКТЕРИСТИК
ГРУППЫ

 

НАБЛЮДЕНИЙ

2. 1.

 

Результат

 

измерения

За

 

результат

 

измерения

 

принимают

 

среднее

 

арифметическое
данных

 

наблюдений,

 

из

 

которых

 

исключены

 

систематические

погрешности.

Для

 

вычисления

 

результата

 

измерения

 

следует

 

из

 

каждого

наблюдения

 

и-ь

 

исключить

 

систематическую

 

погрешность

 

\.
В

 

итоге

 

получим

 

исправленный

 

результат

 

/-го

 

наблюдения

xt

 

=

 

ui

 

—

 

h

 

■

Затем

 

вычислим

 

среднее

 

арифметическое
п

- ___ —У,

   

г

                                     

( 9

  

П
2=1

где

 

п

 

—

 

число

 

наблюдений.

Если

 

известно,

 

что

 

систематическая

 

погрешность

 

не

 

измени-

лась

 

в

 

процессе

 

измерения,

 

т.

 

е.

 

если

 

/-;=>-,

 

то

 

при

 

вычислении

результата

 

измерения

 

можно

 

сначала

 

вычислить

 

предваритель-

ный

 

результат

 

измерения,

 

под

 

которым

 

понимают

 

среднее

арифметическое

 

наблюдений

 

с

 

неисключенными

 

систематиче-

скими

 

погрешностями

п

1
и

 

=

 

----- ^

   

и
п

 

1=1
2 "Ч

     

'

9



а

 

затем

 

исключить

 

систематическую

 

погрешность

 

I

х

 

=

 

и

 

—

 

X

 

.

2.

 

2.

 

Характеристики

 

рассеивания

 

наблюдений

Наличие

 

случайных

 

погрешностей

 

вызывает

 

рассеивание

наолюдений.

 

В

 

качестве

 

основных

 

числовых

 

характеристик

 

слу-

чайного

 

рассеивания

 

наблюдений

 

в

 

рекомендации

 

приняты

дисперсия

 

а-

 

или

 

среднее

 

квадратическое

 

отклонение

 

(СКО)

 

с

Ограниченное

 

число

 

наблюдений

 

позволяет

 

получать

 

лишь

 

оцен-

ки

 

этих

 

характеристик.

Несмещенную

 

оценку

 

дисперсии

 

S 2

 

вычисляют

 

по

 

формуле

S *

 

=

 

Г=1

  

2

    

(*і

 

~

 

Я> 2

 

•

                     

(2.2)
/=1

Оценку

 

СКО

 

5

 

группы

 

наблюдений

 

вычисляют

 

по

 

формуле

5 =

 

Ѵ-^гІ

   

f*i-*>".

                  

(2.3)
г=1

При

 

4—10

 

наблюдениях

 

их

 

рассеивание

 

можно

 

также

 

харак-

теризовать

 

размахом

"и

   

==

  

х макс~ х мин

  

>

                                 

(2-4)

где-^.гал-с

 

х'мш

 

—соответственно

  

максимальное

  

и

  

минимальное

значения

 

из

 

группы

 

наблюдений.

2.

 

3.

 

Характеристики

 

рассеивания

 

результата

измерения

^Результат

 

измерения,

 

вычисленный

 

по

 

ограниченному

 

числу

наолюдений,

 

отягощен

 

случайной

 

погрешностью,

 

и

 

поэтому

 

его

значение

 

может

 

меняться

 

в

 

некоторых

 

пределах

 

при

 

переходе

от

 

одной

 

группы

 

наблюдений

 

к

 

другой.

 

Оценку

 

дисперсии

 

сред-

него

 

арифметического

 

находят

 

по

 

формуле

я

Ьг-. п(1-\)

 

Hfo/-^ 2

    

•

           

(2.5)
/=1
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Оценку

 

СКО

 

среднего

 

арифметического

 

вычисляют

 

по

 

фор-
мулам

(хі

 

-

 

хГ

            

(2.6)

пли

s -<=\/

       

1

       

V
п

  

(п— \)

   

.-—=^

S-
X

=

 

S/yir

   

. (2.7)

2.4.

 

Характеристики

 

рассеивания

 

характеристик

рассеивания

 

наблюдений

Рассеивание

 

оценки

 

дисперсии

 

S 2

 

около

 

ее

 

истинного

 

значе-

ния

  

з 2

 

характеризуется

 

дисперсией

 

дисперсии,

 

оценку

 

которой

D(S 2 )

 

находят

 

по

 

приближенной

 

формуле
.~

                     

т.*

 

—

 

т 9*2

D(S 2 )= -------- ІГ^-

       

.

                        

(2-8)

где

 

т 2 *,

 

піі,*' — оценки

   

центральных

   

моментов

   

распределения

четвертого

 

и

 

второго

 

порядков:

п

т ~^(хі-х) а ;

                 

(2.9)

11

1
т.- 4-2r*r-*>-

                 

< 2 - 10 >
і=\

Если

 

известно,

 

что

 

генеральная

 

совокупность

 

имеет

 

нормаль-

ное

 

распределение,

 

то

 

оценку

 

дисперсии

 

оценки

 

дисперсии

 

на-

ходят

 

по

 

приближенной

 

формуле

D(S>)^2

 

(^)

 

•

                   

(2.11)

Вместо

 

оценки

 

дисперсии

 

оценки

 

дисперсии

 

может

 

быть
вычислена

 

оценка

 

СКО

 

оценки

 

СКО,

 

которую

 

находят

 

по

 

при-

ближенной

 

формуле

^У=4¥^^

 

■

       

(2- 12 )
Если

 

известно,

 

что

 

данные

 

наблюдений

 

распределены

 

по

нормальному

 

закону,

 

то

 

оценку

 

СКО

 

оценки

 

СКО

 

определяют

по

 

приближенной

 

формуле

.

 

~ю

 

=

 

ИЬ

 

•

                          

( 2 - 13 )
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Оценку

 

дисперсии

 

оценки

 

дисперсии

 

среднего

 

арифметиче-

ского

 

или

 

оценку

 

СКО

 

оценки

 

СКО

 

среднего

 

арифметического

вычисляют

 

по

 

формулам

 

(2.8)

 

— (2.

 

13),

 

соответственно,

 

в

 

кото-

рые

 

для

 

этого

 

вместо

 

5

 

подставляют

 

5-

 

.

2.

 

5.

 

Правила

 

округлений

^Точность

 

результатов

 

наблюдений

 

и

 

последующих

 

вычисле-

нии

 

при

 

их

 

обработке

 

должна

 

быть

 

согласована

 

с

 

необходимой
точностью

 

результата

 

измерения.

Погрешность

 

результата

 

измерения

 

следует

 

выражать

 

не

более

 

чем

 

двумя

 

значащими

 

цифрами.

 

Две

 

значащие

 

цифры
следует

 

удерживать:

а)

  

при

 

точных

 

измерениях;

б)

   

если

 

погрешность

 

выражена

 

числом

 

с

 

цифрой

 

старшего

разряда,

 

равной

 

или

 

меньшей

 

3.

Промежуточные

 

вычисления

 

при

 

обработке

 

наблюдений

 

сле-

дует

 

выполнять

 

с

 

таким

 

числом

 

цифр,

 

чтобы

 

погрешности

 

вы-

числений

 

не

 

могли

 

исказить

 

последнюю

 

значащую

 

цифрѵ

результата

 

более

 

чем

 

на

 

половину

 

единицы

 

последнего

 

разряда"
Для

 

этого

 

число

 

цифр

 

в

 

результатах

 

промежуточных

 

расчетов

обычно

 

должно

 

быть

 

на

 

единицу

 

или

 

две

 

больше,

 

чем

 

в

 

оконча-

тельном

 

результате.

 

Погрешности

 

при

 

промежуточных

 

вычисле-

ниях

 

должны

 

быть

 

выражены

 

не

 

более

 

чем

 

тремя

 

значащими

цифрами.

 

При

 

расчетах

 

следует

 

пользоваться

 

правилами

 

при-

ближенных

 

вычислений

 

[2],

 

а

 

округление

 

выполнять,

 

пользуясь

следующими

 

правилами:

1.

 

Округлять

 

результат

 

измерения

 

.

 

следует

 

так,

 

чтобы

 

он

оканчивался

 

цифрой

 

того

 

же

 

разряда,

 

что

 

и

 

значение

 

погреш-

ности.

 

Если

 

десятичная

 

дробь

 

в

 

числовом

 

значении

 

результата

измерения

 

оканчивается

 

нулями,

 

то

 

нули

 

отбрасывают

 

"только
до

 

того

 

разряда,

 

который

 

соответствует

 

разряду

 

погрешности

Пример.

 

Число

 

999,99872142

 

при

 

погрешности

 

±0

 

000005
следует

 

округлять

 

до

 

999,998721.

2.

  

Если

 

первая

 

(слева

 

направо)

 

из

 

заменяемых

 

нулями

 

или

отбрасываемых

 

цифр

 

меньше

 

5,

 

то

 

остающиеся

 

цифры

 

не

 

изме-

няют.

 

Лишние

 

цифры

 

в

 

целых

 

числах

 

заменяют

 

нулями,

 

а

 

в

 

де-

сятичных

 

дробях

 

отбрасывают.

о 0 о Г?оРс НМер '

 

При

 

С0Х Р ане ™и

 

четырех

 

значащих

 

цифр

 

число
266

 

435

 

должно

 

быть

 

округлено

 

до

 

283

 

400;

 

число

 

384

 

435

 

—

до

 

384,4.

3.

   

Если

 

первая

 

из

 

заменяемых

 

нулями

 

или

 

отбрасываемых
цифр

 

равна

 

5,

 

а

 

за

 

ней

 

не

 

следует

 

никаких

 

цифр

 

или

 

идут

 

нули

то

 

округление

 

производят

 

до

 

ближайшего

 

четного

 

числа

   

т

   

е'



четную

 

последнюю

 

цифру

 

или

 

нуль

 

оставляют

 

без

  

изменения,,

нечетную

 

увеличивают

 

ка

 

единицу.

Пример.

 

При

 

сохранении

 

трех

 

значащих

 

цифр

 

число

264,50

 

округляют

 

до

 

264;

 

число

 

645,5

 

округляют

 

до

 

646.

4.

 

Если

 

первая

 

из

 

заменяемых

 

нулями

 

или

 

отбрасываемых
цифр

 

больше

 

5

 

или

 

равна

 

5,

 

но

 

за

 

ней

 

следует

 

отличная

 

от

 

нуля

цифра,

 

то

 

последнюю

 

оставляемую

 

цифру

 

увеличивают

 

на

единицу.

Пример.

 

При

 

сохранении

 

трех

 

значащих

 

цифр

 

число

 

17,58
округляют

 

до

 

17,6;

 

число

 

18

 

598

 

—

 

до

 

18

 

600;

 

число

 

352,521

 

—

до

 

353.

2.

 

6.

 

Пример

 

вычисления

 

статистических

 

характеристик

при

 

малом

 

числе

 

наблюдений

и

                                        

„

                                                           

п

    

ЭЯІТ
В

 

результате

 

сличении

 

эталонных

 

мер

 

килограмма

 

Сг^------

ст
с

 

килограммом

 

В

 

у-^р№

 

9

 

получена

 

группа

 

результатов

 

наблю-

дений,

 

приведенных

 

в

 

столбце

 

1

 

табл.

 

2.

 

1.

 

В

 

столбце

 

2

 

принято

х-ю

 

=

 

х\

 

— 999,998000,

 

в

 

столбцах

 

3 — 5

   

рассчитаны

   

вспомога-

тельные

 

величины.

Таблица

   

2.

 

1

К

 

вычислению

 

статистических

 

характеристик

по

 

результатам

 

сличений

 

мер

 

массы

Щ,

  

г х і0

 

■

  

10 s (x i0—x i0)W (x i0-x l0)f-Wu (х і0

 

—

 

х І0)*Л№

1 2 3 4 5

999,998733 733 +

 

17 289 83

 

500
998699 699 —22 484 234

 

300
998700 700 -21 441 194

 

500
998743 743 +22 484 234

 

300
998724 724 +

 

з 9 00
998737 737 +

 

16 256 65

 

500
998715 715 -

 

6 36 1300
998733 738 +

 

17 289 83

 

500
998703 703 —18 324 105

 

000
998713 713 —

 

8 64 4

 

100

Сумма 7210 0 2

 

676 I

 

005

 

000

 

.
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Массу

  

килограмма

  

Cr

   

f^7

   

принимают

   

равной

   

среднему

арифметическому,

 

определяемому

 

по

 

формуле

  

(2.1)

х

 

=

 

999,998

 

Э00+х /о

 

=999,998721

 

г.

Оценку

 

СКО

 

вычисляют

 

по

 

формуле

 

(2.

 

3)

 

и

 

данным

 

столбца
4

 

табл.

 

2.

 

1.

5 =

 

У™--

 

ю-12

 

~; 17 .іо-в г .

Оценку

 

СКО

 

результата

 

измерения

 

вычисляют

 

по

 

формуле

17

 

•

  

10-G

^

 

=

 

^ 17=Ш^

 

=

 

5 - |0" 6г -

Оценку

 

СКО

 

оценки

 

СКО

 

вычисляют

 

по

 

формуле

 

(2

 

12)

 

и

и

 

данным

 

столбца

 

5

 

табл.

 

2.

 

1.

 

Предварительно

 

вычисляют

оценку

 

четвертого

 

момента

 

и

 

квадрат

 

оценки

 

второго

 

момента

распределения

10

т *і

 

=

   

Т7г2

 

(*І

 

-

 

х?

 

=

 

Ю0600

 

•

 

10- м

 

;
1

т 2 * 2

 

=

 

83

 

500

 

•

 

Ю-24

 

;

    

т 2 *

 

=

 

288

 

•

 

10~ 12

 

;

о(5)

 

=

 

-L]/"

 

10Ц

 

600

 

■

 

10-24-

 

83

 

500

 

•

 

10-24

           

,

     

1П _ 6

2

                     

10

 

•

 

288

 

•

 

10-12

   

"

Литература:

 

[2,

 

7,

 

8].

3.

   

ВЫЧИСЛЕНИЕ

СТАТИСТИЧЕСКИХ

  

ХАРАКТЕРИСТИК
ПРИ

 

БОЛЬШОМ

 

ЧИСЛЕ

 

ДАННЫХ

 

НАБЛЮДЕНИЙ

(п

 

>

 

50)

3.

 

1.

 

Гистограмма

 

и

 

полигон

 

распределения

наблюдений

Результаты

 

наблюдений

 

записывают

 

в

 

таблицу

 

в

 

порядке

 

их

поступления.

 

Пример

 

записи

 

столбцами

 

приведен

 

в

 

табл.

 

3.

 

1,

в

 

которой

 

представлены

 

отклонения

 

напряжения

 

от

 

номиналь-

ного

 

значения,

 

полученные

 

при

 

изучении

 

стабильности

 

источника

напряжения.
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Таблица

   

3.

 

1
Результаты

 

наблюдений,

 

полученные

 

при

 

исследовании
источника

 

напряжения

Отклонения напряжения

 

от

 

номинального значения,

 

мВ

0,06 0,05 0,08 0,07 0,07 0,04 0,08 0,07 0,05 0,12

0,04 0,06 0,03 0,05 0,14 0.05 0,12 0,04 0,09 0,07

0,04 0,05 0,09 0,04 0,10 0,09 0,10 0,05 0,08 0,07

0,08 0,07 0,06 0,15 0,01 0,07 0,09 0,10 0,05 0,10

0,04 0,10 0,08 0,12 0,06 0,07 0,07 0,10 0,03 0,08

0,04 0,07 0,03 0,08 0,08 0,09 0,08 0,02 0,02 0,00

0,08 0,08 0,04 0,04 0,10 0,12 0,00 0,12 0,06 0,14

0,02 0,07 0,06 0,06 0,12 0,08 0,08 0,05 0,13 0,03

0,01 0,04 0,10 0,02 0,12 0,10 0,05 0,09 0,10 0,02

0,09 0,09 0,10 0,08 0,06 0,02 0,07 0,04 0,05 0,02

0,07 0,07 0,04 0,06 0,09 0,10 0,09 0,02 0,02 0,10

0,08 0,06 0,09 0,06 0,00 0,06 0,05 0,06 0,09 0,11

0,09 0,04 0,04 0,07 0,11 0,04 0,03 0,00 0,01 0,03

0,04 0,01 0,01 0,07 0,07 0,09 0,04 0,08 0,06 0,06
0,09 0,07 0,10 0,03 0,03 0,10 0,06 0,10 0,07 0,10

Для

 

построения

 

гистограммы

 

и

 

полигона

 

наблюдения

 

группи-

руют

 

по

 

интервалам

 

и

 

вычисляют

 

число

 

наблюдений,

 

попавших

в

 

каждый

 

из

 

них.

 

Рекомендуемые

 

числа

 

интервалов

 

L

 

в

 

зависи-

мости

 

от

 

числа

 

наблюдений

 

приведены

 

в

 

табл.

 

3.

 

2.
Таблица

   

3.

 

2
Число

 

интервалов
в

 

зависимости

 

от

 

числа

 

наблюдений

Число

 

группируемых
наблюдений

Рекомендуемое

 

число
интервалов,

   

L

40-100 7-9

100-500 8-12

500-1

 

000 10—16

1000-10

 

000 12-22

Кроме

 

того,

 

следует

 

иметь

 

в

 

виду,

 

что

 

длина

 

интервала

 

груп-

пирования

 

h

 

должна

 

быть

 

больше

 

погрешности

 

округления

 

при

записи

 

наблюдений.

 

Эту

 

длину

 

вычисляют

 

по

 

формуле

h

 

=

   

* макс

 

Т

 

*"""

    

-

                            

(3.1)
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где

 

х иакс ,

 

хмт—

 

наибольшее

 

и

 

наименьшее

 

значения

 

данных

 

на-

блюдений.
•

Вычисленное

 

по

 

формуле

 

(3.

 

1)

 

значение

 

длины

 

интервала

округляют.

 

Например,

 

для

 

наблюдений,

 

приведенных

 

в

 

табл.

 

3.

 

1,
■*макс

 

=0.15;

 

я мин =0,00.

 

Число

 

данных

 

наблюдений

 

150.

 

Согласно

табл.

 

3.2,

 

принимают

 

L

 

=

 

8,

 

тогда

 

h

 

=

 

--^-

 

=

 

0,01875

 

.

 

.

 

.

 

Это

значение

 

округляют

 

и

 

полагают

 

h

 

=0,02.

Обычно

 

длину

 

интервала

 

принимают

 

постоянной

 

для

 

всего

ряда

 

данных.

 

Однако

 

в

 

случае

 

несимметричных

 

распределений
на

 

участках,

 

где

 

частность

 

меняется

 

очень

 

быстро,

 

целесообразно
выбирать

 

более

 

мелкие

 

интервалы

 

группирования.

Далее

 

устанавливают

 

границы

 

интервалов.

 

Для

 

этого

 

весь

диапазон

 

от

 

х мт

 

до

 

хмакс

 

разбивают

 

на

 

интервалы,

 

равные

 

h.
При

 

этом

 

значения

 

х тіі

   

и

 

х макс

   

округляют.

Затем

 

подсчитывают

 

число

 

наблюдений,

 

попадающих

 

в

 

каж-

дый

 

интервал.

 

При

 

этом

 

целесообразно

 

пользоваться

 

обозначе-
ниями,

 

приведенными

 

в

 

табл.

 

3.

 

3.

Таблица

   

3.

 

3-

Условные

 

обозначения,

 

применяемые

 

при

 

подсчете

 

числа

 

наблюдений
в

 

каждом

 

из

 

интервалов

Число

 

наблюдений 1 2

 

1

    

3

      

4

   

1

    

5 6 7

         

8

         

9 10

Условные

   

обозна-
чения 1 1 і

    

і 1

    

1 И IX I

Результаты

 

подсчетов

 

заносят

 

в

 

табл.

 

3.

 

4,

 

которая

 

приведена

вместе

 

с

 

данными

 

наблюдений

 

для

 

рассматриваемого

 

примера.

Частость

 

наблюдений

 

в

 

каждом

 

интервале

 

находят

 

делением

числа

 

наблюдений,

 

попавших

 

в

 

соответствующий

 

интервал,

 

на

общее

 

число

 

наблюдений.

 

Для

 

проверки

 

правильности

 

вычисле-

ний

 

частости

 

W t

 

всех

 

интервалов

 

суммируют.

 

Сумма

 

частостен

должна

 

быть

 

близка

 

к

 

единице:
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Таблица

   

3.

 

4

К

 

вычислению

 

частостей

 

по

 

интервалам

т
о Границы

 

интервалов
------------------

о.

 

и
больше

или

 

равно
меньше

Наолюдения

 

в интервале

3

 

ш

X

 

5 обозначение число

Частость

1 0,00 0,02 \7\ 9 0,060

2 0,02 0,04 ІЖІ 15 0,100

3 0,04 0,06 1 X

 

1 [х

 

j

 

\Д 29 0,193

4 0,03 0,08 ІЖІ Ж і

 

[Жі

 

і 35 0,233

5 0,03 0,10 іх~і Жі

 

ІЖ[ .
32 0,213

6 0,10 0,12 1

 

х]

 

1 у

 

| 19 0,127

7 0,12 0,14
! — \ 8 0,053

S 0,14 0,16
.

  

.
3 0,020

Сумма 150 0,999

Для

 

построения

 

гистограммы

 

(рис.

 

1)

 

на

 

оси

 

абсцисс

 

отме-

чают

 

границы

 

всех

 

интервалов.

 

На

 

каждом

 

интервале,

 

как

 

на

основании,

 

строят

 

прямоугольник

 

такой

 

высоты,

 

чтобы

 

его

 

пло-

щадь

 

была

 

равна

 

частости

 

этого

 

интервала.

 

Высота

 

(ордината)
каждого

 

прямоугольника

 

представляет

 

собой

 

среднюю

 

эмпири-

ческую

 

плотность

 

вероятности

 

того,

 

что

 

значение

 

величины

 

нахо-

дится

 

в

 

соответствующем

 

интервале.

 

Общая

 

площадь

 

между

осью

 

абсцисс

 

и

 

ступенчатой

 

кривой

 

должна

 

быть

 

равна

 

единице.

Масштаб

 

графика

 

рекомендуется

 

выбирать

 

так,

 

чтобы

 

высота

гистограммы

 

относилась

   

к

 

ее

 

основанию

   

примерно

   

как

 

3

 

к

 

5.

За

 

к.

 

4102
осесоюзстгг»

 

п.

 

г

 

чгссжмм»
тздьскогопястпта

 

метамопн

 

I

17



Полигон

 

распределения

 

наблюдений

 

по

 

интервалам

 

(рис.

 

2),
являющейся

  

кусочно-линейной

  

аппроксимацией

  

искомой

  

функ-

Wi

12-

8

Ч

0,04

     

0,08

    

0,12

     

0,16

 

Хі,мВ

Рис.

 

1.

 

Гистограмма.
Распределение

 

отклонений

 

напряжения

 

от

 

номинального

 

значения,

 

полученных

 

при
изучении

 

стабильности

 

источника

 

напряжения.

Щ

&Хі

12

8

ч

и

           

0,04

     

0,08

    

0,12

     

0,16

 

Хі,мВ

Рис.

 

2.

 

Полигон.

Распределение

 

отклонений

 

напряжения

 

от

 

поминального

 

значения,

 

полученных

при

 

изучении

 

стабильности

 

источника

 

напряжения.

ции

 

плотности

 

вероятности,

 

получают

 

соединением

 

середин

 

верх

них

 

сторон

 

прямоугольников

 

гистограммы.
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3.

 

2.

 

Моменты

Для

 

вычисления

 

характеристик

 

случайных

 

погрешностей

 

при

группированных

 

данных

 

целесообразно

 

использовать

 

централь-

ные

 

моменты

 

распределения,

 

оценки

 

ttij

 

которых

 

находят

 

по

формуле
L

                    

_

Е

  

(ХіЬ—хр

 

%

m j

 

=

 

t------------------

 

-

     

У

 

=

 

2,

 

3,

 

4,

               

(2.3)
E

   

ft
i=\

где

 

x to— середина

 

г'-го

 

интервала;

x

 

—

 

среднее

 

арифметическое

 

наблюдений;

ft — число

 

наблюдений

 

в

 

і-м

 

интервале.

При

 

п>50

 

вычисление

 

центральных

 

моментов

 

с

 

целью

 

упро-

щения

 

выполняют

 

следующим

 

образом:

1.

 

Вычисляют

 

абсциссы,

 

соответствующие

 

серединам

 

вспомо-

гательных

 

интервалов,

 

по

 

формуле

х%

 

=

   

Хі0

 

~h

 

Ха

     

,

                             

(3.3)

где

 

х а

 

—

 

условное

 

начало

 

отсчета.

Условное

 

начало

 

отсчета

 

целесообразно

 

принять

 

равным

<ередине

 

интервала

 

группирования

 

с

 

наибольшей

 

частотой

 

на-

блюдений.

 

Тогда

 

абсцисса

 

этого

 

интервала

 

будет

 

равна

 

нулю,

-а

 

последующие

 

значения

 

х* і0

 

равны

 

1,

 

2,

 

3

 

и

 

т.д.

 

и

 

— 1,

 

— 2,
—

 

3

 

и

 

т.

 

д.

2.

 

Вычисляют

 

начальные

 

моменты

 

ау для

 

х"' ' ю

 

по

 

формуле

L
S

    

(х* І0)1

 

■

 

7і
і=1

"7

 

—

   

i

Эти

 

моменты

 

будет

 

называть

 

вспомогательными.

Вычислять

 

вспомогательные

 

моменты

   

целесообразно,

   

поль-

зуясь

 

таблицей,

 

подобной

 

табл.

 

3.

 

5.
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Таблица

   

3.

 

5-

К

 

вычислению

 

вспомогательных

 

моментов

з

 

t

/,: -*•

 

іо J

 

V х

 

іо 7r(x* l0P 7г(х*іо) 3 7г(х* і0) 1 л

   

10

  

і

 

* 7i :(X*io+\)?

Сер
инте

лов,

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,01 9 -3 -27 81 —243 729 _2 144

0,03 15 __ о -30 60 -120 240 —1 15

0,05 29 — 1 —29 29 —

 

29 29 0 0

0,07 35 0 0 0 0 0 1 35

0,09 32 1 32 32 32 32 2 512

0,11 19 2 38 76 152 304 3 1539

0,13 8 3 24 72 216 648 4 2043

0,15 3 4 12 48 192 768 5 1875

Сумма 150 20 398 200 2750 6168

В

 

столбец

 

1

 

табл.

 

3.

 

5

 

заносят

 

значения

 

абсцисс,

 

соответствую-

щие

 

серединам

 

интервалов;

в

 

столбец

 

2

 

—

 

число

 

наблюдений,

 

попавших

 

в

 

каждый

 

ин-

тервал;

в

 

столбец

 

3

 

—

 

абсциссы

 

середин

 

вспомогательных

 

интервалов.,

полученные

 

по

 

формуле

 

(3.

 

3) ;

в

 

столбец

 

4

 

—

 

результат

 

перемножения

 

чисел

 

столбцов

 

2

 

и

 

3.

Числа

 

в

 

столбце

 

5,

 

т,

 

е.

 

значения

 

fi(x*i 0) 2 >

 

получают

 

в

 

резуль-

тате

 

перемножения

 

чисел

 

столбца

 

4

 

на

 

числа

 

столбца

 

3.

 

Числа
столбца

 

6

 

получают

 

перемножением

 

чисел

 

столбца

 

3

 

на

 

числа

столбца

 

5,

 

а

 

столбца

 

7

 

—

 

перемножением

 

чисел

 

столбца

 

3

 

на

числа

 

столбца

 

6.

Контролируют

 

правильность

 

предыдущих

 

расчетов

 

с

 

по-

мощью

 

таблицы

 

значений

 

четвертых

 

моментов

 

чисел

 

наблюдений

интервала,

 

приведенной

 

в

 

приложении

 

1

 

для/ г-

  

от

 

1

 

до

 

50.

Например:

 

число

 

наблюдений

 

в

 

первом

 

интервале//

 

=9 Г

абсцисса

 

середины

 

интервала

 

х*і 0 — 3,

 

искомое

 

значение// (x*j 0J 4
=

 

729.

                       

,

2)



Совпадение

 

чисел

 

столбца

 

7

 

табл.

 

3.

 

5

 

с

 

соответствующими

числами

 

приложения

 

1

 

свидетельствует

 

о

 

правильности

 

произ-

веденных

 

вычислений.

Затем

 

находят

 

суммы

 

чисел

 

каждого

 

из

 

столбцов

 

4 — 7

табл.

 

3. 5

 

и

 

делят

 

их

 

на

 

общее

 

число

 

наблюдений

 

п.

 

Частное
дает

 

значения

 

вспомогательных

 

моментов.

Правильность

 

полученных

 

значений

 

вспомогательных

 

момен-

тов

 

проверяют

 

следующим

 

путем.

Вычисляют

 

четвертый

 

вспомогательный

 

момент

 

со

 

сдвинутым

на

 

единицу

 

началом

 

отсчета

 

а4 *

а,*

 

=

    

Уіі^іо+ЛУ

 

.

                          

(3.4)
п

Числитель

 

этого

 

выражения

 

находят

 

в

 

приложении

 

1

 

соот-

ветственно

 

каждому

 

значению

 

//

 

и

 

(х іо " '

 

+ 1).

 

Затем

 

вычисляют

этот

 

же

 

момент

 

с

 

помощью

 

тождества

а 4 **

 

=

 

^-Ь4а 3 +6я 2 +4а 1 -г1,

                     

(3.5)

где

 

а\,

 

ао,

 

а%,

 

щ

 

—

 

вспомогательные

 

моменты

 

относительно

 

вы-

бранного

 

начала

 

отсчета

 

х а .

Если

 

значения

 

щ*

 

и

 

а{**

 

совпадают,

 

то

 

вспомогательные

моменты

 

вычислены

 

правильно.

Вычислим,

 

например,

 

вспомогательные

 

моменты

 

для

 

дан-

ных

 

табл.

 

3.

 

1:
90

                                             

39S

а,

 

=

 

-tjso7"

 

=

 

°Л 333

 

;

         

а 2

 

=

 

-^50"

 

=

 

2 > 653 >

200

                                         

2750

Ь.

 

=

 

-щг

 

=

 

і- 333

 

;

       

а * =

 

~!5о-

 

=

 

і8,зз.

Проверим

   

правильность

   

вычислений

   

вспомогательных

   

мо-

ментов:

.по

 

формуле

 

(3.

 

4)

а> :іЖ

 

=

 

41-І2-
4

           

150

             

'

      

'

по

 

формуле

 

(3.

 

5)

fl4**=18,33+4-l,333+6-2,653+4-0,133+ 1=41,11.

Так

 

как

 

разность

 

между

 

полученными

 

значениями

 

а*

 

и

 

а 4 **
находится

 

. в

 

пределах

 

погрешности

 

округления,

 

то

 

следует

считать,

 

что

 

вычисления

 

выполнены

 

правильно.

Среднее

 

арифметическое

 

наблюдений

 

и

 

центральные

 

момен-

ты,

 

кроме

 

первого,

 

который

 

равен

 

нулю,

 

вычисляют

 

по

 

вспо-

могательным

 

моментам

 

при

 

помощи

 

соотношений:
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Л'

 

=

 

/ш,+Л' д ,

                                         

1

т 2 =/гЦа2-а^),
m 3

 

=

 

h 3 (a 3 — Зо 2 а,

 

+

 

2а! 3 ),

                                

( 6 - ь >
т 4

 

=

 

/г 4 (аі— 4а 3 аі+6а 2 аі 2 — Зйі).

   

|
где

 

т2 ,

 

гпз,

 

іщ

 

—

 

2-й.

 

3-й

 

и

 

4-й

 

центральные

 

моменты.

Правильность

 

вычислений

 

третьего

 

и

 

четвертого

 

централь-

ных

 

моментов

 

нужно

 

проверить

 

путем

 

сопоставления

 

результа-

тов,

 

полученных

 

по

 

формулам

 

(3,

 

6)

 

и

 

вычисленных

 

по

 

формулам

nu*=h 3a 3 —Shm 2 ai—h 3 ai 3 ,

                   

I
m i *

 

=

 

h ia i— 4hm 3 ai— 6h 2 m 2 ai 2 — /г 4 аД

   

\

         

(.37)

Правильность

 

вычислений

 

второго

 

момента

 

проверяют

 

бе*
специальных

 

приемов.

Вычислим,

 

например,

 

среднее

 

арифметическое

 

и

 

централь-

ные

  

моменты

  

для

 

данных

 

табл.

  

3

   

1

   

и

  

проверим

   

результаты:

х=2-

 

10- 2 -0,1333+0,07000

 

=

 

0,07256

 

мВ;

ш 2

 

=

 

4-10- 4 (2,653— ОДЗЗЗ 2 )

 

==

 

10,54

 

•

 

10" 4 мВ 2 ;

/из

 

=

 

8

 

•

 

10- 6 (1,333 — 3

 

•

 

2,653

 

•

 

0,1333+2

 

•

 

0.1333 3 )

 

=2,22

 

■

 

10" 6 mB 3 ;

m 4 =

 

16

 

•

 

Ю- 8

 

(18,33— 4

 

•

 

1,333

 

•

 

0,1333+6

 

•

 

2,653

 

■

•ОДЗЗЗ 2 — 3

 

•

 

ОДЗЗЗ 4 )

 

=286,4

 

•

 

Ю- 8

 

мВ4 .

Проверка

 

с

 

помощью

 

формул

 

(3.

 

7) :

щ*

 

=

 

8-10- 6 -1,333-2-10- 2 -3-10,54-10- 4 -0ДЗЗЗ-8-10- 6 -

•ОДЗЗЗ 3

 

=

 

2,22-10- 6 мВ*

т*

 

=

 

16-10- 8 -18,33— 4-2-10- 2 -2,22-10- 6 -0,1333— 6-4-10- 4 -

10,54-10- 4 -0Д332 2 -16-10- 8 -0Д333 4

 

=

 

286,4-10- 8 мВ4 .

Примечание.

 

Правильность

 

вычислений

 

моментов

 

т ъ

 

и

 

т х

рекомендуется

 

проверять

 

непосредственно

 

после

 

вычислений

 

каждого
из

 

них.

Значения

 

моментов,

 

вычисленные

 

выше,

 

иногда

 

несколько

отличаются

 

от

 

значений

 

моментов

 

несгруппированного

 

распре-

деления,

 

так

 

как

 

при

 

группировании

 

предполагается,

 

что

 

часто-

сти

 

сосредоточены

 

в

 

средних

 

точках

 

интервалов.

 

С

 

целью

устранения

 

ошибок,

 

возникающих

 

в

 

связи

 

с

 

этим,

 

используют

поправки

 

Шеппарда.

 

Их

 

вносят

 

в

 

случаях,

 

когда:

а)

   

основная

 

часть

 

частостей

 

приходится

 

на

 

средние

 

интер-

валы

 

распределения

   

и

 

частости

  

в

 

крайних

   

интервалах

   

малы;.

б)

  

Л>0,5

   

Ѵ~пй.
Примечание.

    

Если

 

h< 0,5

 

У~т 2 ,

   

то

   

погрешность

   

S=Y~m 2 Z

из-за

 

группирования

 

не

 

превышает

 

1%.



Исправленные

   

центральные

   

моменты

   

вычисляют

   

по

   

фор-
мулам:

ѵ

m,

 

=

 

m,— /г 2 / 12,
ѵ

т г

 

=

 

т г ,

ѵ

тл

 

=

 

т,— mJi2 12

 

+

 

/г 4

 

•

 

7/240.

(3.8)

В

 

приведенном

 

выше

 

примере

 

ширина

 

интервала

 

Л

 

=

 

0,02мВ,

]/"т 2

 

=

 

3,25-

 

10" 2

 

мВ.

  

Так

 

как

  

0,020>0,016,

  

то

  

следует

   

ввести

поправки

 

Шеппарда.
ѵ

т2 '=

 

10,54-10- 4 — 0,33-10- 4

 

=

 

10,21

 

■

 

10~ 4

 

мВ2 ;

т 3

 

=

 

2,22-10- 6

 

мВ3 ;

т,

 

=

 

286,4 -Ю- 8

 

-

7-16-10-8
^-

    

-10,54 -10-*

 

+

      

240

=

 

265,8-10- 8

 

мВ4 .

3.

 

3.

 

Вычисление

 

характеристик

 

случайных

погрешностей

Статистические

 

характеристики

 

по

 

исправленным

 

централь-

ным

 

моментам

 

вычисляют

 

с

 

помощью

 

формул:

S 2

 

=

 

т 2

 

;

 

5

 

=

 

V

s-

 

=

 

S/V1T

V

т 2

(*)

 

=

Г

 

ѵ

      

ѵ

2

 

5 V
Для

 

данных,

 

приведенных

 

в

 

табл.

 

3.

 

1,

 

получим

1=0,073

  

мВ;

  

S 2 =10,21.10- 4

  

мВ 2

 

;

 

S=3,2

 

•

 

10~ 2

 

мВ;

S~x =

   

3f- ] °

 

2

 

=

 

3-10-з

 

мВ;
*

        

V

  

150

а

  

(^)

 

—

    

2-3,2-10-2

   

V

 

'

Литература:

 

[1,

 

4,

 

7].

(265,8— 10,21^)- 10-8

150

(3-9)

=

 

2-Ю- 3

 

мВ.
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4.

  

ПОСТРОЕНИЕ

 

ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ

ИНТЕРВАЛОВ

4.

 

1.

 

О

 

возможности

 

установления

 

доверительных

интервалов

При

 

решении

 

многих

 

практических

 

задач

 

распределение

случайных

 

погрешностей

 

измерений

 

можно

 

достаточно

 

хорошо

аппроксимировать

 

нормальным

 

распределением.

 

Поэтому

 

при-

водимый

 

ниже

 

статистический

 

анализ

 

наблюдений

 

основывает-

ся

 

на

 

гипотезе

 

о

 

нормальном

 

их

 

распределении.

 

Эта

 

гипотеза

может

 

быть

 

проверена

 

с

 

помощью

 

критериев,

 

приведенных

в

 

пп.

 

4.

 

2

 

и

 

4.

 

3.

Следует

 

заметить,

 

что

 

излагаемые

 

в

 

этих

 

параграфах

 

кри-

терии

 

(как

 

и

 

большинство

 

других

 

критериев

 

подобного

 

рода)
не

 

являются

 

специфическими

 

критериями

 

нормальности,

 

но

позволяют

 

проверить

 

близость

 

тех

 

или

 

иных

 

числовых

 

характе-

ристик

 

исследуемой

 

совокупности

 

к

 

соответствующим

 

харак-

теристикам

 

нормального

 

распределения.

Если

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

распределения

 

эксперимен-

тальных

 

данных

 

отвергается,

 

то

 

в

 

настоящее

 

время

 

не

 

пред-

ставляется

 

возможным

 

рекомендовать

 

общую

 

методику

 

стати-

стической

 

обработки

 

наблюдений.

 

В

 

этих

 

случаях

 

часто

 

даже

не

 

известно,

 

какая

 

характеристика

 

распределения

 

может

 

слу-

жить

 

эффективной

 

оценкой

 

истинного

 

значения

 

измеряемой
величины.

4.

 

2.

 

Проверка

 

гипотезы

 

о

 

нормальности

 

распределения

при

 

10

 

<

 

п

 

<

 

50

Гипотезу

 

проверяют

 

с

 

помощью

 

двух

 

критериез.

Критерий

   

I.

   

По

 

данным

 

наблюдений

 

х\,

 

х 2і

 

.

 

.

 

.,

 

х п

 

вы-

числяют

 

статистику

 

d

 

по

 

формуле

п

              

—

Е

   

|

 

Хі—х

 

\

где

 

S*

 

—

 

смещенная

 

оценка

 

СКО,

 

вычисляемая

 

по

 

формуле

S*

 

=

 

J/

      

;=1

                     

.

             

(4.2)
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Принимаем,

 

что

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

согласуется

 

с

 

дан-

ными

 

наблюдений,

 

если

d. <

 

d

 

Kd (4.3)
'\-qh

      

^

 

~

 

^

    

qW

  

'
где

 

d

 

_„i

 

и

 

dgj o

 

—процентные

 

точки

 

распределения

 

статистики

 

d,
которые

 

находят

 

из

 

приложения

 

2

 

по

 

я

 

и

 

а/2
и

 

(1 — q/2),

 

причем

 

q —

 

выбираемый

 

заранее

уровень

 

значимости

 

критерия.

В

 

противном

 

случае

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

должна

 

быть
•отвергнута.

 

В

 

приложении

 

2

 

приведены

 

значения

 

dj 2 ,

 

d\_ q i n

для

 

<7/2=1;

 

5

 

и

 

10%

 

и

 

(1— <7І2)=90;

 

95;

 

99%

 

при

 

/i=Il-H00l"
Для

 

отсутствующих

 

значений

 

п

 

следует

 

пользоваться

 

линейной
интерполяцией.

При

 

п>50

 

распределение

 

статистики

 

с?

 

может

 

быть

 

принято

за

 

нормальное,

 

математическое

 

ожидание

 

М(а)

 

которого

 

и

СКО

   

Yd

 

(d)

  

приведены

 

также

 

в

 

приложении

 

2.
Критерий

 

II;

 

Принимаем,

 

что

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

согласуется

 

с

 

данными

 

наблюдений,

 

если

 

не

 

более

 

т

 

разностей
{х—

 

х)

 

превзошли

 

значение

 

Szai 2 ,

 

где

 

5

 

определено

 

по

 

фор-
муле

 

(2.3),

 

а

 

га/,

 

—

 

верхняя

 

100

 

^..-процентная

 

точка

 

нормиро-

ванной

 

функции

 

Лапласа

 

(определяемая

 

по

 

приложению

 

4),
я

 

(п,

 

q)

 

определяют

 

по

 

п

 

и

 

уровню

 

значимости

 

q

 

критерия

 

как

корень

 

уравнения

т

1 -

   

Е

 

С*

 

(1-а)*
/ѵ"=0

     

"
чП-fc д., (4.4)

где

   

а

 

—

 

доверительная

 

вероятность.

В

 

противном

 

случае

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

должна

 

быть
отвергнута.

Для

 

нахождения

 

значений

  

а

 

составлена

 

таблица

 

с

 

входами

п,

 

q

 

для

 

значений

 

т=

 

1

 

и

 

2

 

(приложение

 

4).
При

 

числе

 

наблюдений

 

10<л<20

 

следует

 

принимать

 

т=\;
при

 

20<п

 

<50

 

принимают

 

т=2.
Если

 

при

 

проверке

 

гипотезы

 

по

 

одной

 

и

 

той

 

же

 

группе

 

на-

блюдений

 

для

 

критерия

 

I

 

выбран

 

уровень

 

значимости

 

q it

 

а

 

для

критерия

 

II

 

—

 

уровень

 

значимости

 

qu,

 

то

 

уровень

 

значимости

составного

 

критерия

q

 

<

 

qi

 

+

 

qu

 

■

                                    

(4.5)

При

 

проверке

 

гипотезы

 

с

 

помощью

 

критериев

 

I

 

и

 

II

 

по

 

дан-

ным

 

двух

 

независимых

 

групп

 

наблюдений

 

уровень

 

значимости

суммарного

 

критерия

 

будет

 

равен

q

 

=

 

1-(1-?п

 

)

 

(1-?і)

 

=

 

?і+?п

 

-

 

qi

 

qn

   

•
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Пример.

 

В

 

табл.

 

4.1

 

приведены

 

результаты

 

наблюдений,
полученные

 

при

 

измерении

 

напряжения

 

исследуемого

 

источ-

ника

 

с

 

помощью

 

потенциометра.

Таблица

   

4.

 

1
Результаты

 

наблюдений,

 

полученные

 

при

 

измерении

 

напряжения

 

источника

и

  

предварительные

 

вычисления

си

о

Ю

К

X

 

я

0

  

.

К

 

га
1

 

о.
ГО

 

О)
Я

 

Яgs

о о

Г*?
L5

<L>
ч
g
ч
о
га

е.
О)

 

•-*

о

 

Е
X

 

я

к
О)
Hffl
о

к*
SB-
СО

 

QJ

g°

о о

11?
L5

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2,7997 +

 

з 9 19 2,7938 -

 

6 36
2 7991 —

 

3 9 20 7999 +

 

5 25
3 7990 —

 

4 16 21 7998 +

 

4 16
Лт 7997 +

 

з 9 22 7996 +

 

2 4
5 7992 -

 

2 4 23 7992 —

 

2 4
6 7976 —18 324 24 8000 +

 

6 36
7 7984 —10 100 25 7993 —

 

1 1
8 7999 +

 

5 25 26 7988 —

 

6 36
9 7990 —

 

4 16 27 7993 —

 

1 1
10 7989 —

 

5 25 28 7982 —12 144
11 7997 +

 

з 9 29 7999 +

 

5 25
12 7993 —

 

1 1 30 7997 +

 

з 9
13 8000 +

 

6 36 31 7999 +

 

5 25
14 8006 +

 

12 144 32 7992 —

 

2 4
15 7998 +

 

4 16 33 7999 +

 

5 25
16 7995 +

 

1 1 34 7989 —

 

5 25
17 7992 —

 

2 4 35 7994 0 0
18 8011 +

 

17 289 36 7999 +

 

5 25

Проверим,

 

можно

 

ли

 

считать,

 

что

 

приведенные

 

данные

 

при-

надлежат

 

совокупности,

 

распределенной

 

нормально.

1.

 

Найдем

 

оценки

 

характеристик

 

группы

 

наблюдений
_

        

і

  

36
х

 

=

 

+4-

 

Л

 

Хі

 

-

 

2,7994

 

В,



2.

  

Применим

 

критерий

 

I.

 

Для

 

этого

 

вычислим

 

оценку

 

пара-

метра

 

d,

 

пользуясь

 

формулой

 

(4.

 

1):

2

 

=

        

174 - 10: '

       

=

 

0,754,
36 -6,41 -Ю -4

36
где

      

£

   

W—x?

   

=

 

174-10-*
1

Выбрав

 

уровень

 

значимости

 

<7і=2%,.из

 

приложения

 

2

 

нахо-

дим

 

^«=0,877

 

и

 

dm%

 

=0,717.

Так

 

как

 

0,717<0,754<0,877,

 

то

 

критерий

  

I

 

выполняется.

3.

  

Применим

 

критерий

 

II.

 

Выбрав

 

уровень

 

значимости

<7п=0,05,

 

для

 

числа

 

наблюдений

 

п=36

 

из

 

приложения

 

4

 

нахо-
дим

 

а?=0,98.

 

Из

 

приложения

 

3

 

находим

 

гл і

 

=2,33.

Тогда

 

5za/ 2

 

=

 

6,52

 

•

 

10

 

" 4

 

■

 

2,33=

 

15,3

 

•

 

10 :*.

Согласно

 

критерию

 

II,

 

не

 

более

 

двух

 

разностей

 

\хі~х\
могут

 

превзойти

 

15,3

 

•

 

10 4 .

 

По

 

данным

 

табл.

 

4.1

 

видим,

 

что

только

 

для

 

наблюдений

 

г=6

 

и

 

г=18

 

разности

 

\x t—x\

 

превос-
ходят

 

15,3 -Ю- 4 .

 

Следовательно,

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

со-

гласуется

 

с

 

данными

 

наблюдений.
Уровень

 

значимости

 

составного

 

критерия

 

<7<0,02+0,05=0,07,
т.

 

е.

 

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

согласуется

 

с

 

данными

 

наблю-
дений

 

с

 

вероятностью

 

не

 

менее

 

0,93.

4.

 

3.

 

Проверка

 

гипотезы

 

о

 

нормальности

 

распределения

при

 

п^>

 

50

При

 

числе

 

наблюдений

 

я>5#

 

для

 

проверки

 

гипотезы

 

о

 

нор-
мальности

 

распределения

 

применяют

 

критерий

 

согласия

 

К-

 

Пир-
сона.

 

Вычисления

 

целесообразно

 

проводить

 

по

 

следующей
схеме.

1.

   

Данные

 

наблюдений

 

группируют

 

по

 

интервалам,

 

вычис-
ляют

 

середины

 

интервалов

 

и

 

соответствующие

 

им

 

эмпириче-

ские

 

частоты

 

(согласно

 

п.

 

3.

 

1)-

                                    

_

2.

  

Вычисляют

 

среднее

 

арифметическое

 

значение

 

х

 

и

 

оценку

CKOS.
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3.

 

Для

 

каждого

 

интервала

 

определяют

z t

 

=

 

^£-

    

,

                                  

(4.6)

где

 

лг/о

 

—

 

абсцисса,

  

соответствующая

 

середине

 

/-го

  

интервала.

4.

  

Для

 

вычисленных

 

значений

 

z-L

  

по

 

приложению

 

5

 

находят

значения

 

плотности

 

вероятности

9

 

{Zi)

 

=

 

yh

 

ехр

 

(-

 

Ъ

 

■

5.

   

По

 

теоретической

 

кривой

 

распределения

 

4?(z t )

 

вычисляют

теоретическое

 

число

 

наблюдений

 

f t

 

в

 

каждом

 

интервале:

h

 

=

 

п 1Г

 

*

 

( г <)

    

>

                                 

(4.7)

где

 

п

 

—

 

общее

 

число

 

данных;

h

 

—

 

длина

 

интервала.

6.

   

Объединяют

   

соседние

   

интервалы,

   

эмпирическое

   

число

наблюдений

 

в

 

которых

 

меньше

 

5.

X 2 :
7.

 

Для

 

каждого

 

интервала

   

после

   

объединения

   

вычисляют

у.

         

•

                                  

(4.8;

8.

   

Вычисляют"/ 2 ,

 

просуммировав

 

X. 2

 

по

   

всем

  

L

  

интервалам:

7 2

 

=

   

Е

    

[%Ш

     

.

                             

(4.9)

где

 

L

 

—

 

общее

 

число

 

интервалов,

 

оставшееся

 

после

 

объедине-
ния

 

интервалов

 

с

 

малыми

 

частотами.

9.

  

Определяют

 

число

 

степеней

 

свободы

k=L—r—

 

1,

                                      

(4.

 

ю)

где

 

г

 

— число

  

оцениваемых

 

по

 

выборке

 

параметров

 

теоретиче-

ского

 

распределения.

Для

   

нормального

   

распределения

   

по

   

выборке

   

определяют

•среднее

 

арифметическое

 

х

 

и

 

оценку

 

дисперсии

 

S 2 ,

 

поэтому

 

г

 

=

 

2и

/j=L— 3.

                                            

(4.Ц)

10.

   

Выбрав

 

уровень

   

значимости

   

критерия

 

а,

 

при

 

получен-

ном

   

k,

   

приняв

   

Р

 

(X 2

 

>

 

Х 2 Н )

  

=1-<7/2

 

и

 

Р(Х 2 >

 

Х 2 в )=<7/2

    

из

приложения

   

6

   

находят

 

Х2 Н

 

и

 

Х 2 В .

 

Принимают,

   

что

   

гипотеза

   

о

нормальности

 

подтверждается,

 

если

Щ

 

<

 

У 2

 

<

 

Х 2 Е .
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4.

 

4.

 

Пример

 

применения

 

критерия

 

К.

 

Пирсона
для

 

проверки

 

гипотезы

 

о

 

нормальности

 

распределения

Положим,

 

что

 

в

 

результате

 

измерений

 

получено

 

200

 

откло-

нений

 

размера

 

детали

 

от

 

номинального

 

значения.

 

Разобьем

 

их

на

 

14

 

интервалов.

 

Вычисления

 

дали

 

среднее

 

отклонение

 

от

 

но-

минального

 

значения

 

х

 

= — 0,0284

 

и

 

оценку

 

СКО

 

S

 

=0,0515-

Результаты

 

последующей

 

обработки

 

данных

 

наблюдений,
выполненной

 

по

 

приведенному

 

выше

 

плану,

 

сведены

 

в

 

табл.

 

4.

 

2.
В

 

итоге

 

получаем

 

у 2

 

=

 

7,03.
Число

 

степеней

 

свободы

 

k

 

вычислим

 

по

 

формуле

 

(4.1),
приняв

 

L=ll,

 

так

 

как

 

вся

 

совокупность

 

была

 

разбита

 

на

 

14

 

ин-

тервалов,

 

но

 

первый

 

со

 

вторым

 

и

 

три

 

последних

 

объединены
ввиду

 

того,

 

что

 

в

 

каждый

 

из

 

них

 

попало

 

меньше

 

5

 

наблюдений,

Jfe=

 

11 — 3=8.

Выберем

 

вероятность

 

выхода

 

за

 

каждую

 

границу

 

<7/2=0,05
Тогда

 

вероятность

 

Р

 

(у 2

 

>

 

У 2 Н )

 

=

 

1— #/2=0,95

 

и

 

вероятность
Р(у2>

 

l- B )=q/2=0,05.

 

Из

 

приложения

 

6

 

при

 

вероятностях

 

0,95
и

 

0,05

 

и

 

&=8

 

находим

 

соответственно

 

нижнее

 

у 2 н =2,73

 

и

 

верх-

нее

 

/ 2 В

 

=

 

15,5

 

граничные

 

значения.

 

Так

 

как

 

2,73<7,03<15,5,

 

то

гипотеза

 

о

 

нормальности

 

распределения

 

принимается.

4.

 

5.

 

Доверительный

 

интервал

 

для

 

истинного

 

значения

измеряемой

   

величины

При

 

нормальном

 

распределении

 

наблюдений

 

истинное

 

зна-

чение

 

измеряемой

 

величины

 

А

 

с

 

доверительной

 

вероятностью

 

а

находится

 

внутри

 

интервала

[x-f q

 

S-

 

;

 

х+

 

tq

 

S-]

  

,

                

(4.12)

где

 

tq —

 

^-процентная

 

точка

 

распределения

 

Стьюдента.

Коэффициент

 

t0

 

зависит

 

от

 

числа

 

наблюдений

 

п

 

и

 

выбран-
ной

 

доверительной

 

вероятности

 

а.

   

Его

 

определяют

 

с

 

помощью
таблицы

 

^-процентных

 

точек

 

распределения

 

Стьюдента,

 

приве-

денной

 

в

 

приложении

 

7.

 

Таблица

 

имеет

 

два

 

входа:

 

k=n — 1

 

и

.<7=1— а.

При

 

л>30

 

следует

 

использовать

 

последнюю

 

строку

 

таблицы
(для

 

я=оо)

  

или

   

таблицу

 

функции

   

Лапласа

 

из

 

приложения

 

3.

При

 

м

 

ер.

   

В

 

п.

 

2.

 

6,

   

по

 

десяти

 

наблюдениям

   

были

   

вычис-
п

 

эяіт
лены

   

значение

    

массы

    

эталона

    

килограмма

  

Lr

 

1

 

[{г

 

,

 

равное

х=999,998721

 

г,

 

и

 

оценки

 

5=17-

 

10" 6 г

 

и

 

S-

 

=

 

5-1Сг |;

 

г.

.30



Найдем

 

доверительный

 

интервал

 

при

 

выбранной

 

нами

 

дове-
оитепьной

 

вероятности

 

оС

 

=0,975

 

и

 

п=10.

 

Число

 

степеней

 

сво-
боды

 

А=10— 1=9;

 

?%

 

=

 

(1-0.975)

 

■

 

100-2,5%.
Из

 

приложения

 

7

 

для

 

указанных

 

k

 

и

 

<7

 

находим

 

tq

 

-2,68э~
-2,68.

 

Следовательно,

 

tq

 

S*

 

=

 

2,68-5-Ю-^ІЗ- Ю" 8

 

г.

Истинное

 

значение

 

измеряемой

 

величины

 

с

 

вероятностью

О

 

975

 

накрывается

 

интервалом

[999,998708

 

г;

 

999,998734

 

г]

 

.

Если

   

метод

   

измерений

   

предварительно

   

изучен

  

и

   

известно
его

 

СКО

 

з,

 

то

 

доверительный

 

интервал

 

для

 

истинного

 

значения
измеряемой

   

величины

   

А

   

при

   

доверительной

   

вероятности

   

а

равен

[і

 

-

 

і.ф

 

:

 

х

 

+

 

*«,,

 

у=

 

]

 

,

          

(4.13)
где

 

Z»/..— аргумент

 

функции

 

Лапласа,

 

который

 

находят

 

по

 

при-
ложению

 

4

 

для

 

вероятности

 

а.

4.

 

6.

 

Доверительный

 

интервал

 

для

 

среднего

квадратического

 

отклонения

Доверительный

  

интервал

  

для

   

о

   

при

 

п<30

 

имеет

 

границы

'

   

,

   

=

 

£«ELl_5

    

;

        

U

 

=^L_ 5

    

.

             

(4.14)

Значения

 

Г в

 

и

 

/Л,

 

находят

 

по

 

таблицам

 

^-процентных

 

точек,

приведенным

 

в

 

приложении

 

6.

Таблицы

 

имеют

 

два

 

входа:

 

число

 

степеней

 

свободы

 

k=n—

 

1
и

   

значения

   

вероятности

 

P{f

 

>

 

у; а )-

   

Значение

 

^Гв

 

находят

 

из

таблиц

 

при

 

Л

 

=

 

—^-,

 

а

 

значение

 

у;н — при

 

Р 2 =

    

^-

 

.

 

где

 

а

 

-

выбранная

 

доверительная

 

вероятность.

При

 

п>30

 

доверительные

 

границы

 

h

 

и

 

U_

 

для

 

СКО

 

вычис-

ляют

 

по

 

формулам

l l

 

=

 

S -

 

zah

 

~

 

(S)

 

;

   

h

 

=

 

S

 

+

 

z a ,l

 

(S),

           

(4.15)
где

 

параметр

 

z a.\ 2

  

находят

   

по

   

приложению

   

3,

   

как

   

аргумент
■функции

 

Лапласа

 

при

 

вероятности

 

а/ 2 .

Продолжим

 

использованный

 

в

 

п.

 

4.

 

5

 

пример.

 

Найдем

 

дове-
рительный

 

интервал

 

для

 

о

 

при

 

«=10.

 

Задаваясь

 

а

 

-0,9,
получим

 

Pj

 

=

 

0,95

 

и

 

Ро=0,05.

 

По

 

приложению

 

6

 

при

 

ft-9

 

и
Рі=0,95

 

имеем

 

у; в

 

=3,32;

 

при

 

Р 2 =0,05

 

получим

 

//'„

 

=

 

16,9.

 

Дове-
рительный

 

интервал

 

для

 

а

 

будет

[12,4 -Ю- 6

 

г;

 

28-

 

10 6

 

г].
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4.

 

7.

 

Толерантный

 

интервал

Толерантный

 

интервал

 

вычисляют

 

в

 

тех

 

случаях,

 

когда

 

по-

данным

 

выполненных

 

наблюдений

 

нужно

 

оценить

 

интервал

возможного

 

их

 

рассеивания

 

при

 

дальнейших

 

наблюдениях
тем

 

же

 

методом

 

и

 

в

 

тех

 

же

 

условиях.

Нижнюю

 

1\

  

и

 

верхнюю

 

/2

 

толерантные

 

границы

 

вычисляют

   

|
по

 

формулам

l x =x—KS;

 

l2 =x+KS,

                                     

(4.

 

16)

где

 

Л'

 

—

 

толерантный

 

множитель.

Для

 

определения

 

толерантных

 

границ

 

/і

 

и

 

/2

 

следует

 

сначала

вычислить

 

л;

 

и

 

5.

 

Затем

 

одним

 

из

 

изложенных

 

ниже

 

методов

найти

 

такое

 

К,

 

чтобы

 

с

 

доверительной

 

вероятностью

 

а,

 

близкой

к

 

единице,

 

интервал

 

[х —KS;

 

x+KS]

 

содержал

 

заданную

 

долю

Р 0

 

генеральной

 

совокупности.

Толерантный

 

множитель

 

К

 

для

 

фиксированных

 

значений
а

 

=0,90;

 

0,95;

 

0,99

 

и

 

Р 0 =0,90;

 

0,95;

 

0,997

 

можно

 

найти

 

из

 

при-

ложения

 

8.

 

В

 

общем

 

случае

 

его

 

можно

 

вычислить

 

по

 

формуле

K=Zea (l

 

+

 

,-£ =

 

+

   

5 ^t ] ° ).

                   

(4-16)
У

 

2л 12

 

л

где

 

п

Л

z.

число

 

наблюдений;
-абсцисса

    

нормированной

    

функции

    

Лапласа

 

Ф„

 

(г),
приведенной

 

в

 

приложении

 

3,

 

определяемая

 

из

 

условия

Р 0

 

=

 

2

 

Ф 0

 

(zj

  

;

-

 

абсцисса

    

нормированной

    

функции

    

Лапласа

 

Ф 0

 

(z) ,.

определяемая

 

из

 

условия

Ф 0

  

(Z.

 

)

 

=

 

а

 

-

 

0,5.

Приме

 

р.

     

Для

    

данных

    

наблюдений

    

табл.

   

3.

 

1 имеем

х=0,073

 

мВ,

 

5

 

=

 

3,2

степеней

 

свободы.

10" 2

 

мВ,

 

«=150, •1

 

=

 

149,

 

где

 

k — число

Определим

 

толерантный

 

интервал,

 

в

 

котором

 

с

 

вероятностью

ж

 

=

 

0,9

 

заключена

 

доля

 

генеральной

 

совокупности

 

Р 0 = 0,997.

По

   

приложению

   

8

  

находим,

   

что

   

для

    

а

 

=0,9,

  

/э 0 =0,997

  

и

/г=149

 

толерантный

 

множитель

 

./(=3,4.

Отсюда

 

границы

 

толерантного

 

интервала

 

для

 

заданной

 

доли

генеральной

 

совокупности

 

равны:

/,

 

=

 

0,073— 3,4-3,2-

 

Ю- 2 -— 0,04

 

мВ,
/2 =0,073+3,4

 

•

 

3,2

 

•

 

10" 2 -0,18

 

мВ.
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Следовательно,

 

с

 

доверительной

 

вероятностью

 

0,9

 

из

 

всех

будущих

 

наблюдений

 

99,7%

 

будут

 

находиться

 

в

 

интервале

[_0,04

 

мВ;

 

0,18

 

мВ].
Литература:

 

[1,

 

5,

 

7].

5.

   

ПРОВЕРКА

 

ОДНОРОДНОСТИ

   

ГРУПП

НАБЛЮДЕНИЙ

5.

 

1.

 

Общие

 

положения

Наряду

 

с

 

рассмотренным

 

в

 

разделах

 

2,

 

3

 

и

 

4

 

простейшим
случаем,

 

когда

 

измерение

 

состояло

 

из

 

одной

 

группы

 

наблюде-
ний,

 

в

 

метрологической

 

практике

 

часто

 

встречаются

 

измерения,

которые

 

выполняют

 

в

 

несколько

 

этапов,

 

проводимых

 

в

 

разное

время

 

и

 

в

 

разных

 

условиях.

 

За

 

счет

 

изменения

 

условий

 

измере-

ния

 

числовые

 

характеристики

 

групп

 

могут

 

отличаться

 

друг

 

от

друга.

 

Если

 

оценки

 

средних

 

арифметических

 

и

 

дисперсий,

 

вы-

численные

 

для

 

отдельных

 

групп

 

наблюдений,

 

не

 

имеют

 

значи-

мых

 

смещений

 

относительно

 

друг

 

друга,

 

то

 

такие

 

группы

наблюдений

 

называют

 

однородными.

Измерения,

 

при

 

которых

 

получают

 

однородные

 

группы

наблюдений,

 

называют

 

статистически

 

подконтрольными.

 

Одно-
родные

 

группы

 

наблюдений

 

можно

 

рассматривать

 

как

 

единую
совокупность

 

эмпирических

 

данных,

 

и

 

ее

 

числовые

 

характеристи-

ки

 

могут

 

быть

 

вычислены

   

на

 

основе

  

всей

   

суммы

   

наблюдений
L

N=

 

Е

 

Я;,

 

где

 

я,— число

 

наблюдений

 

в

 

1-й

 

группе,

 

L — число

 

групп.
і=1
Если

 

группы

 

наблюдений

 

неоднородны,

 

то

 

их

 

обработка
усложняется.

 

Она

 

может

 

быть

 

выполнена

 

методами,

 

изложен-

ными

 

в

 

разделах

 

6

 

и

 

7.
Проверка

 

однородности

 

приводимыми

 

в

 

пп.

 

5.2 — 5.5

 

мето-

дами

 

возможна

 

только

 

в

 

случае

 

нормального

 

распределения

генеральной

 

совокупности.

 

Поэтому

 

предварительно

 

следует
убедиться

 

в

 

том,

 

что

 

обрабатываемые

 

группы

 

наблюдений
являются

 

выборками

 

из

 

нормально

 

распределенных

 

совокуп-

ностей.

 

После

 

этого

 

проверяют

 

однородность

 

оценок

 

дисперсий,
а

 

затем

 

—

 

средних

 

арифметических.

5.

 

2.

 

Проверка

 

допустимости

 

различия

между

 

оценками

 

дисперсий

 

двух

 

групп

 

наблюдений

Для

 

проверки

 

допустимости

 

различия

 

несмещенных

 

оценок

дисперсий

 

двух

 

групп

  

наблюдений

  

с

  

числом

  

данных

 

п\

  

и

 

п 2 ,

3*

 

Зак.

 

4102
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результаты

    

которых

     

распределены

     

нормально,

    

используют

^-распределение

 

Р.

 

Фишера.
Различие

 

оценок

 

дисперсий

 

считается

 

допустимым,

 

если

выполняется

 

условие,

 

что

 

отношение

 

большей

 

из

 

них

 

к

 

меньшей
с

 

выбранной

 

вероятностью

 

(\—q)

 

находится

 

между

 

верхним
F B n

 

нижним

 

F H

 

предельными

 

значениями:

Р

 

(

 

F„ 11
5.,- <

   

^в \~q

 

. (5.1)

Число

 

степеней

 

свободы

 

для

 

Si

 

равно

 

k\

 

=

 

n\—\,

 

для

 

S 2

 

оно
равно

 

k2 =n2—\,

 

причем -Si 2 ,

 

S 2 2 —

 

соответственно

 

большая

 

и
меньшая

 

из

 

двух

 

оценок

 

дисперсии.

 

Верхние

 

предельные

 

зна-
чения

 

F B

 

в

 

зависимости

 

от

 

числа

 

степеней

 

свободы

 

k x

 

и

 

k 2

 

для
(7/2

 

=

 

0,01

 

и

 

0,05

 

находят

 

по

 

таблицам

 

приложения

 

9.

 

Для

 

дру-
гих

 

уровней

 

значимости

 

критические

 

точки

 

можно

 

найги

 

в

 

таб-
лицах,

 

приведенных

 

в

 

работе

 

[3].
Нижние

 

предельные

 

значения

 

F H

 

вычисляют

 

по

 

формуле
(5.2)F u F

 

- 1•■

 

в

5.

 

3.

 

Проверка

 

допустимости

 

рассеивания

 

оценок

 

дисперсий
нескольких

 

групп

 

наблюдений

Допустимость

 

рассеивания

 

оценок

 

дисперсий

 

групп

 

прове-
ряют

 

при

 

помощи

 

критерия

 

М.

 

Бартлетта,

 

если

 

число

 

групп
І>3

 

и

 

число

 

наблюдений

 

в

 

каждой

 

группе

 

гц

 

>3.
Для

 

проведения

 

указанной

 

проверки

 

сначала

 

вычисляют

несмещенные

 

оценки

 

дисперсий

 

групп

 

Si2.;

 

S 2 2 ;

 

.

 

.

 

.

 

;

 

Sj

 

; . .

 

;S

 

ь

и

 

среднее

 

значение

 

оценок

 

дисперсии

-S

    

5/»-(й/-1),

                          

(5.3)
(=1

где

S\

   

=
_J__

N-L

L
n

 

=

  

s

 

m

  

.

i=\
Затем

 

находят

 

значение

 

у.2

 

по

 

формуле
L

где

2,303

С
(N-L)lgS2c?

 

-

  

S

 

(щ-Л)

 

lgS2 i

С=

 

1

 

+
1

3

 

(Z.-1)

I-

L
Е

і=1 и,— 1 N-L

(5.4)

(5.5)

Далее,

 

задаваясь

 

некоторой

 

доверительной

 

вероятностью,

например

 

,

 

а

 

=0,95,

 

определяют

 

верхний

 

предел

 

х 2 макс

 

по

 

распре-
делению

 

х 2

 

с

 

(L— 1)

    

степенями

   

свободы

   

при

 

Р(х 2 >Х2 </)

 

=

 

1—" а
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■(см.

 

приложение

 

6).

 

Если

 

выполняется

 

неравенство

 

Х2< 2̂ мако

то

 

различия

 

между

 

оценками

 

дисперсий

 

групп

 

допустимы.

Если

 

во

 

всех

 

группах

 

«/>-30,

 

то

 

можно

 

считать

 

С=1.

5.4.

 

Проверка

 

допустимости

 

разлия

 

между

 

средними

арифметическими

 

двух

 

групп

 

наблюдений

Если

 

две

 

группы

 

наблюдений

 

состоят

 

из

 

данных,

 

имеющих

нормальное

 

распределение,

 

то

 

в

 

зависимости

 

от

 

числа

 

наблю-
дений

 

в

 

группах

 

применяют

 

следующие

 

способы

 

проверки

допустимости

 

различия

 

между

 

их

 

средними

  

арифметическими:
1)

   

Группы

 

наблюдений

 

содержат

 

большое

 

число

 

данных

(л/>30).

 

При

 

этом

 

S 2 ~o2 .

Для

 

решения

 

задачи

 

сначала

 

вычисляют

 

СКО

 

для

 

разности

средних

 

арифметических

 

значений

 

обеих

 

групп:

где

 

х,

 

у

 

—

 

средние

 

значения

 

для

 

групп

 

х-ь

  

и

 

уі

 

соответственно:

_

                

т ■""

 

п х

                                   

1

      

"у
х

 

=

  

——

 

Е

 

Ъ

   

;

    

у

 

=^_

 

Е У

 

У/

   

.

                  

(5.7)

Затем,

 

выбрав

 

определенный

 

уровень

 

значимости

 

q,

 

вычис-

ляют

 

а

 

=

 

1 — q.

 

Далее

 

по

 

приложению

 

3

 

находят

 

Ф 0

 

(г)

 

=

 

я / 2

и

  

по

  

нему

 

—

 

значение

  

аргумента

  

Zal 2

 

.

  

Различие

  

между

 

сред-

ними

  

значениями

  

двух

  

групп

  

наблюдений

   

считается

  

допусти-

мым,

 

если

   

[л-— у]

 

•<

 

Za/ 2

 

•

 

о

 

(у— х).

2)

   

Число

 

наблюдений

 

в

 

какой-либо

 

из

 

групп

 

или

 

в

 

обеих
группах

 

мало

 

(п^

 

30) .

В

 

этом

 

случае

 

задача

 

может

 

быть

 

решена

 

только

 

в

 

предпо-

ложении,

 

что

 

обе

 

группы

 

имеют

 

одинаковые

 

дисперсии

аЦх)

 

=

 

о?(у).

Для

 

решения

 

задачи

 

вычисляют

 

значение

 

параметра

t

 

=

         

17—^1

          

~\[

        

п х п У

  

(Иу

 

+

 

Пу-2)

                      

/g.g4

Ynx Si x

 

—

 

n y Si y

   

'

               

п х +п у

Далее,

 

задаваясь

 

уровнем

 

значимости

 

q,

 

по

 

таблице

 

значе-
ний

 

^-процентных

 

точек

 

для

 

распределения

 

Стьюдента

 

при

числе

 

степеней

 

свободы

 

&=%+/г у — 2

 

находят

 

предельное

 

зна-

чение

 

tq ,

 

k

 

(приложение

 

7) .

 

Различие

 

между

 

средними

 

значе-
ниями

 

двух

 

малых

 

групп

 

наблюдений

 

считается

 

допустимым,

если

 

t-^tq,

 

#.
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5.

 

5.

 

Проверка

 

допустимости

 

рассеивания

средних

 

арифметических

 

по

 

методу

 

Р.

 

Фишера

При

 

проверке

 

допустимости

 

рассеивания

 

средних

 

арифме-
тических

 

групп

 

наблюдений

 

пользуются

 

критерием

 

Фишера
лишь

 

в

 

тех

 

случаях,

 

если

 

априори

 

известно,

 

что

 

дисперсии

 

всех

групп

 

равны

 

или

 

последнее

 

подтверждено

 

проверкой

 

по

 

п.

 

5.

 

3.

Сущность

 

метода

 

Фишера

 

состоит

 

в

 

следующем.

 

Находят
оценку

 

межгрупповой

 

дисперсии

 

5 2ѵ^:

L

               

-

s\ L

 

=
1

L— 1
S

  

щ

 

{x-i—xy (5.9)

Число

 

степеней

 

свободы

 

здесь

  

равно

 

k\—L — 1.

Далее

   

находят

  

среднее

   

значение

   

внутригрупповых

   

оценок

дисперсии

 

S 2n^:

і

       

£

    

п і

           

—

2=1

   

/=1
S 2nL

 

= N-\
(5.10)

Число

 

степеней

 

свободы

 

здесь

 

равно

 

k 2

 

=

 

N — L.

В

 

формулах

 

(5.

 

9)

 

и

 

(5.

 

10)

 

принято

1
х,

 

=

Щ
-

 

S
7=1

хц

N
L

X

 

=
1

N

L
Е

Пі
Е X; Я:

    

Л';

(5.11)

(5.12)
г=1

 

/=1

                      

г=1

Обе

 

оценки

 

дисперсий

 

распределены

 

по

 

закону

 

У?

 

с

 

числом

степеней

 

свободы

 

соответственно

 

k\

 

и

 

к 2 .

 

Их

 

отношение

 

имеет

распределение

 

Фишера

 

F

 

kU

 

k2

 

с

 

теми

 

же

 

числами

 

степени

 

сво-

боды

 

k\

 

,

   

k 2 .

Рассеивание

 

средних

 

арифметических

 

считают

 

допустимым,

если

 

отношение

 

оценки

 

межгрупповой

 

дисперсии

 

к

 

среднему

значению

 

внутригрупповых

 

оценок

 

дисперсий

 

находится

 

в

 

пре-

делах,

 

определяемых

 

по

 

таблицам

 

процентных

 

пределов

 

рас-

пределения

 

Р.

 

Фишера

 

{F/kt/Ai).

"hi:
F

   

< ___—

   

<Г

 

F
°

 

nL
=

  

1

Верхние

    

пределы

    

распределения

    

Фишера

    

F B

 

приведены

36



в

 

приложении

 

9.

 

Нижние

 

пределы

 

вычисляют

 

по

 

формуле

^н

 

=

 

Лг 1 -

Если

 

значение

 

F

 

находится

 

вне

 

интервала

 

(F H ,

 

.FB ,)

 

то

 

это

означает,

 

что

 

между

 

средними

 

арифметическими

 

групп

 

имеются

недопустимые

 

смещения.

 

В

 

этом

 

случае

 

целесообразно

 

выяс-

нить,

 

монотонно

 

или

 

случайно

 

изменяются

 

средние

 

значения

групп.

 

Для

 

этого

 

строят

 

графики

 

изменения

 

средних

 

значений
групп

 

или

 

используют

 

критерий

 

Э.

 

Аббе

 

(п.

 

5.

 

6) .

5.

 

6.

 

Проверка

 

допустимости

 

рассеивания

средних

 

арифметических

 

с

 

помощью

 

критерия

 

Э.

 

Аббе

Метод

 

Аббе

 

менее

 

чувствителен

 

к

 

рассеиванию

 

средних,

чем

 

метод

 

Фишера,

 

но

 

позволяет

 

отличать

 

монотонные

 

смеще-

ния

 

средних

 

от

 

их

 

случайного

 

рассеивания.

 

Этот

 

метод

 

можно

использовать

 

при

 

числе

 

групп

 

L>4

 

и

 

если

 

дисперсии

 

групп

одинаковы.

 

Последнее

 

должно

 

быть

 

предварительно

 

проверено

с

 

помощью

 

критерия

 

Бартлетта

 

(п.

 

5.3).

Средние

 

арифметические

 

значения

 

групп

 

данных

 

распола-

гают

 

в

 

той

 

последовательности,

 

с

 

которой

 

эти

 

группы

 

были
получены:

Затем

 

составляют

 

ряд

 

последовательных

 

разностей

 

этих

значений:

d t

  

=

 

Х г

 

—

 

Х х

   

...

      

d t

 

=

 

Х і

 

+

 

\ — X;

 

.

 

.

 

.

      

fi?L-l=

 

Xl

 

—

 

atl-i

   

-

Несмещенная

 

оценка

 

дисперсии

 

ряда

 

средних

 

арифметиче-
ских,

 

вычисленная. с

 

помощью

 

этих

 

разностей,

 

будет

 

равна

S»„

 

=

 

-z^'ifi

 

■

                 

(5.13)

Обычную

 

же

 

несмещенную

 

оценку

 

этой

 

дисперсии

 

находя

 

г

по

 

формуле

х

где

Т=Г

 

Е

 

ix-xf

 

,

                         

(5.14)
г'=1

!

    

L

                       

L
х

 

=

  

-тт

 

S

    

пг Хі,

 

/V

 

=

   

2

   

ft;
^/=1

                    

(=1
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Затем

 

составляют

 

отношение

ѵ

 

=

 

-р—

  

■

                                          

( 5Л5 )

Считают,

 

что

 

средние

 

арифметические

 

групп

 

имеют

 

систе-

матическое

 

смещение,

 

если

ѵ

 

<

 

\шн

   

•

                                               

( 5Л6 )

Значения

 

ѵ мин

 

в

 

зависимости

 

от

 

уровня

 

значимости

 

q
(7=0,001;

 

0,01;

 

0,05)

 

и

 

числа

 

групп

 

L

 

приведены

 

в

 

приложе-

нии

 

10.

Примечание.

 

Метод

 

Аббе

 

можно

 

применить

 

для

 

обнаружения

 

мо-

нотонных

 

смещений

 

между

 

наблюдениями

 

одной

 

группы^

 

Для

 

этого

 

в

 

при-

веденных

 

выше

 

формулах

 

следует

 

заменить

   

x t

 

на

 

х(,

   

х

 

на

 

х

 

и

 

L

 

на

 

п.

5.

 

7.

 

Проверка

 

допустимости

 

рассеивания

средних

 

арифметических

 

групп

 

при

 

разных

 

внутригрупповых

дисперсиях

Изложенные

 

в

 

пп.

 

5.4

 

и

 

5.5

 

методы

 

проверки

 

близости
средних

 

арифметических

 

основаны

 

на

 

предположении,

 

что

 

все

группы

 

данных

 

имеют

 

одну

 

и

 

ту

 

же

 

дисперсию.

 

Если

 

же

 

про-
верка

 

по

 

п.

 

5.3

 

показывает,

 

что

 

дисперсии

 

групп

 

не

 

равны,

 

то

для

 

определения

 

возможности

 

принять

 

взвешенное

 

среднее

в

 

качестве

 

результата

 

измерения

 

необходимо

 

убедиться,

 

что

средние

 

арифметические

 

групп

 

являются

 

оценками

 

одного

 

и

того

 

же

 

истинного

 

значения.

 

Для

 

решения

 

этой

 

задачи

 

следует

сначала

 

преобразовать

 

данные

 

наблюдений

 

так,

 

чтобы

 

диспер-

сии

 

преобразованных

 

групп

 

были

 

равны.

 

Последующую

 

про-

верку

 

производят

 

согласно

 

указаниям

 

п.

 

5.

 

5.

Пусть

 

имеется

 

несколько

 

групп

 

данных

х и\

 

х \г\

 

•

 

•

 

•

 

>

 

x ifi

х а\

   

х і2'

 

■

 

■

 

•

 

>

   

х ф

X kU

    

X k2>

   

•

  

•

   

•

   

i

     

X kfi

со

 

средними

 

арифметическими

 

групп

 

X\]

 

.

 

.

 

.;

 

x t ; .

 

.

 

.;x k n

 

оцен-

ками

   

средних

   

квадратических

   

отклонений

   

Si;

 

.

 

.

 

.

 

;

 

S L ;

 

. .

 

.;

 

S fc .

Функция

 

преобразования

 

данных

 

наблюдений

 

будет
С

    

сіх

.

 

;

 

х 1л

»

   

X h

.

 

.

 

;

 

х ы

(5.17)
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где

  

С

 

—

 

произвольно

  

выбранное

 

постоянное

 

значение

 

среднего

квадратического

 

отклонения,

 

общее

 

для

 

всех

 

групп

 

данных;

f'(x) — функция,

   

определяющая

   

зависимость

   

внутригруппо-

вого

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

     

з.

 

(х)

 

от

средних

 

арифметических

 

групп

 

х г .

Аналитическую

 

форму

 

функции

 

f(x)

 

находят

 

путем

 

построе-

ния

 

по

 

точкам

 

зависимости

 

S t

 

(,\г ; )

 

и

 

подбором

 

аппроксими-

рующей

 

функции.

 

Найдя

 

функцию

 

<р

 

(х),

 

следует

 

вычислить

 

ее

значения

 

при

 

всех

 

х і} .

 

Тогда

 

вместо

 

групп

 

данных

 

(5.

 

17)

получим:

«р

 

(-«и);

 

?

 

і х ѵг)\

 

•

 

■

 

• ;

  

?

 

(Х ;->;

 

•

 

•

 

■ ;

 

'■?

 

(•%)

?

 

(*и)і

 

?

 

(*п);

 

•

 

•

 

• ;

  

?

 

( Л'/;)'

 

•

 

•

 

• ;

 

?(-0

             

(5.19)

<р

 

(х*і>:

 

?

 

(**з);

 

•

 

•

 

• ;

 

'•?

 

(■*«)■;

 

•

 

•

 

• ;

 

т

 

(-«и)
Для

  

этих

  

данных

  

следует

  

вычислить

  

средние

  

по

   

группам

/я

и

 

общее

 

среднее

/=1

/я

    

■_■,'

   

ч

   

У'

<Р

    

W

    

=-ТГ:

Эти

 

преобразованные

 

средние

 

следует

 

подставить

 

в

 

форму-

лу

 

(5.9):

 

соответственно

 

»

 

(я,-)

 

вместо

 

х ;

 

и

 

срОс)

 

вместо

 

х,

 

и

вычислить

 

оценку

 

межгрупповой

 

дисперсии

 

S\^.

 

Все

 

внутри-

групповые

 

дисперсии

 

постоянны

 

и

 

равны

 

S 2 n ^

 

=

 

С 2 .

Далее,

 

следуя

 

п.

 

5.

 

5

 

проверяют

 

с

 

выбранной

 

доверитель-

ной

 

вероятностью

   

(1 — q)

   

выполнение

 

неравенства

^н

 

<

 

-^—

 

<

 

F B ,

                            

(5-20)

где

 

F B

 

и

 

F H

 

—

 

соответственно

 

верхний

 

и

 

нижний

 

пределы

 

рас-

пределения

 

Фишера

 

(подробнее

 

см.

 

п.

 

5).

Выполнение

 

неравенства

 

(5. 20)

 

свидетельствует

 

о

 

том,

 

что

рассеивание

 

средних

 

арифметических

 

групп

 

Х\,

 

х-2 ;

 

.

 

.

 

.;

 

x t ; .

 

..;

x k

 

является

 

допустимым

 

для

 

объединения

 

этих

 

групп

 

в

 

соот-

ветствии

 

с

 

п.

 

6.

 

5.
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5.

 

8.

 

Исключение

 

грубых

 

погрешностей

Причинами

 

промахов

 

являются:

 

неправильный

 

отсчет

 

пока-

зания

 

по

 

шкале

 

измерительного

 

прибора,

 

неправильная

 

запись

отдельного

 

результата,

 

неправильное

 

использование

 

прибора
или

 

неисправность

 

его

 

при

 

одном

 

из

 

наблюдений,

 

кратковре-

менное

 

резкое

 

изменение

 

условий

 

наблюдений

 

и

 

т.

 

п.

Если

 

стало

 

известно,

 

что

 

некоторые

 

резко

 

выделяющиеся

наблюдения

 

являются

 

результатом

 

промахов,

 

то

 

их

 

следует

исключить,

 

не

 

прибегая

 

к

 

статистическому

 

анализу.

Если

 

же

 

причины

 

появления

 

резко

 

выделяющихся

 

наблюде-
ний

 

установить

 

нельзя,

 

то

 

для

 

решения

 

вопроса

 

о

 

возможности

их

 

исключения

 

используют

 

статистические

 

методы.

Статистический

 

критерий

 

обнаружения

 

резко

 

выделяющихся

наблюдений

 

основан

 

на

 

предположении

 

о

 

том,

 

что

 

выборка
взята

 

из

 

генеральной

 

совокупности,

 

распределенной

 

нормально.

Последнее

 

позволяет

 

использовать

 

распределение

 

наибольшего
по

  

абсолютному

  

значению

  

нормированного

  

отклонения

і

    

__

    

макс

     

1 -У ; —

 

Х\

       

^

                                           

.

 

г.

 

„ ,

 

.

где

 

t T

 

—

 

теоретическое

 

значение

 

параметра.

Для

 

того,

 

чтобы

   

в

 

группе

   

из

 

п

 

наблюдений

 

х ъ

 

х 2 ,

 

.

 

.

 

.,

 

х„

отбросить

  

наблюдение

 

х макс ,

 

надо

   

выполнить

 

следующие

   

опе-

рации:

1.

  

Вычислить

 

дробь

/

           

__

    

|.Хмакс

 

—

 

х|
'•макс

 

—

             

J

            

і

где

 

х

 

—

 

среднее

 

арифметическое

 

группы

 

данных;

5

 

—

 

оценка

 

СКО

 

группы.

2.

  

Найти

 

теоретическое

 

значение

 

/ т .

 

При

 

/г<[50

 

значения

 

t T

в

 

зависимости

 

от

 

п

 

и

 

выбираемого

 

уровня

 

значимости

 

q

 

при-

ведены

 

в

 

приложении

 

11.
При

 

п>50

*т

 

=

 

zk'k

 

V

   

1-Чп

   

>

                               

(5.22)
где

   

2<х/ 2

 

—

 

аргумент

   

кривой

   

нормального

   

распределения,

   

зна-

чение

 

которого

 

находят

 

из

 

приложения

 

4

 

для

 

вероятности

3.

 

Сравнить

 

вычисленное

 

по

 

п.

   

1

  

значение

 

/ макс

  

с

 

tf-
Если

   

tMaKC >tT ,

 

то

   

наблюдение

  

х макс

 

следует

  

отбросить

   

как

промах.

Если

  

после

  

исключения

   

одного

  

резко

   

выделяющегося

  

на-

блюдения

 

вызывает

 

подозрение

 

..какое-либо

 

другое

 

наблюдение,

40



то

 

указанный

 

порядок

 

действий

 

можно

 

повторить,

 

но

 

уже

 

для

сокращенной

 

группы

 

наблюдений.

Пример.

 

Получены

 

следующие

 

данные

 

наблюдений

 

при

измерения

 

силы

 

тока

 

(в

 

миллиамперах):

 

10,

 

07;

 

10Д0;

 

10,15;
10,16;

 

10,17;

 

10,20;

 

10,40;

 

10,13;

 

10,12;

 

10,08.
Проверим,

 

не

 

является

 

ли

 

седьмое

 

наблюдение

 

(10,40

 

мА)
промахом:

101,58
х

 

=

 

"То-

 

=

 

Ю,16

 

мА

     

;

S 2

 

=

 

0,0089;

    

5

 

=

 

0,094

 

мА;

10.-10

 

— 10.16

       

= r,rr

f Mai<c

 

=

           

о,091

                    

~' 00 '

Примем

 

а,

 

=0,90,

 

тогда

 

q=\0%.

 

По

 

приложению

 

11

 

находим,

что

 

для

 

л=10

 

и

 

^7=

 

10%

 

значение

 

t7 -*2,29.

 

Так

 

как

 

/ макс

 

>г т ,

 

то

это

 

наблюдение

 

следует

 

отбросить.

Литература:

 

[3,7

 

и

 

8].

6.

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ

 

СТАТИСТИЧЕСКИХ

ХАРАКТЕРИСТИК

  

ПО

 

ДАННЫМ

  

НЕСКОЛЬКИХ

  

ГРУПП

6. 1.

 

Общие

 

положения

При

 

наличии

 

нескольких

 

групп

 

наблюдений

 

можно

 

соболь-
шей

 

точностью

 

вычислить

 

результат

 

измерения,

 

если

 

объеди-
нить

 

все

 

группы

 

наблюдений

 

в

 

одну

 

совокупность.

 

При

 

объе-
динении

 

нескольких

 

групп

 

наблюдений

 

следует

 

различать

 

груп-
пы

 

равнорассеянных

 

и

 

группы

 

неравнорассеянных

 

наблюдений.
Группы

 

наблюдений

 

будем

 

называть

 

равнорассеянными,

 

если
их

 

дисперсии

 

равны

 

и,

 

соответственно,

 

неравнорассеянными,

если

 

дисперсии

 

различны.

 

Отличить

 

равнорассеянные

 

группы
от

 

неравнорассеянных

 

можно

 

методами,

 

изложенными

 

з

 

пп.

 

5. 2
и

 

5.

 

3.
Перед

 

объединением

 

нескольких

 

групп

 

наблюдений

 

неоохо-
димо

 

также

 

проверить

 

допустимость

 

различия

 

между

 

средними
арифметическими

 

групп.

 

Методика

 

такой

 

проверки

 

приведена
в

 

пп.

 

5.4

 

и

 

5.5.

 

Если

 

различие

 

между

 

средними

 

арифметиче-
скими

 

допустимо

 

и

 

группы

 

наблюдений

 

равнорассеяны,

 

то

 

со-
вокупное

 

среднее

 

и

 

оценку

 

его

 

дисперсии

 

вычисляют

 

согласно
л.

 

6.2.

 

Если

 

группы

 

наблюдений

 

неравнорассеяны,

 

то

 

те

 

же
характеристики

 

вычисляют

 

согласно

 

п.

 

6.4-

 

Случаи,

 

когда
различия

  

между

 

средними

  

арифметическими

  

групп

  

недопусти-
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мо

 

велики,

 

требуют

 

дополнительного

 

исследования

 

для

 

выясне-

ния

 

характера

 

этих

 

различий.

 

Статистические

 

методы

 

такого

исследования

 

для

 

частного

 

случая

 

равнорассеянных

 

наблюде-
ний

 

приведены

 

в

 

п.

 

6.

 

3.

6.

 

2.

 

Равнорассеянные

 

группы

 

наблюдений
при

   

незначительном

   

различии

   

средних

   

арифметических

Сначала

 

проводится

 

проверка

 

однородности

 

групп.

 

Если

условия

 

однородности

 

по

 

пп.

 

5.2

 

и

 

5.4

 

для

 

двух

 

групп

 

или

 

по

пп.

 

5. 3

 

и

 

5. 5

 

для

 

нескольких

 

групп

 

выполняются,

 

то

 

совокуп-

ное

 

среднее

 

арифметическое

 

вычисляют

 

по

 

формуле

L

       

-

Е

 

п і

 

х-і

х

 

=

 

І=і_______ ,

                                 

(6.1)
L
Е

 

щ

2

 

=

 

1

где

 

х,-

 

— среднее

 

арифметическое

 

значение

 

г-й

 

группы;

L

 

—

 

число

 

групп;

п і

 

—

 

число

 

наблюдений

 

в

 

г-й

 

группе.

Оценку

 

дисперсии

 

совокупного

 

среднего

 

арифметического
вычисляют

 

по

 

формуле

52=
1

       

Г

 

L

 

,

         

..

  

„9

      

L
1

     

N

 

(N-1) £

 

{Пі~\)

 

S-+

   

я

 

n-^x^xf
і=\

                         

1=1

(6.2)оѵ

где

7=1

L
N

 

=

   

Ъ

 

щ

   

.

1=1

Если,

 

кроме

 

того,

 

группы

 

содержат

 

равное

 

число

 

наблюде-

ний,

 

то

 

совокупное

 

среднее

 

арифметическое

 

и

 

его

 

дисперсию

можно

 

найти

 

по

 

более

 

простым

 

формулам:

L

 

_

=

     

£

 

x t

х

 

=

 

/=1

         

;

                                           

(6.3)

L

                   

L

           

_

(n-1)

 

2

 

S2 t

             

£

 

te--*)2
5?=

 

=

           

i=l

           

л.

 

i=l ______

                    

Cfi

 

4V
x

            

N

 

(N-1)

                  

L

 

(N-1)

         

"

               

K

      

>'



Приближенно,

 

при

 

/г>1,

S 2=

 

=

 

-jhr

  

.М5 2 г +(х г -^].

                   

(6.5)

6.

 

3.

 

Равнорассеянные

 

группы

 

наблюдений
при

 

большом

 

различии

 

средних

 

арифметических

Если

 

условия

 

выполнения

 

наблюдений

 

меняются

 

от

 

группы
к

 

группе,"

 

то

 

это

 

может

 

вызвать

 

значительное

 

рассеивание

 

сред-
них

 

арифметических

 

групп.

 

Различия

 

между

 

средними

 

ариф-
метическими

 

анализируют

 

при

 

помощи

 

методов

 

Р.

 

Фишера

 

и

Э.

 

Аббе.
Метод

 

Фишера

 

позволяет

 

ответить

 

на

 

вопрос,

 

оправдано

 

ли
рассеивание

 

средних

 

арифметических

 

групп

 

рассеиванием

 

наблю-
дений

 

внутри

 

групп.

 

Если

 

окажется,

 

что

 

рассеивание

 

средних
арифметических

 

слишком

 

велико,

 

то

 

нужно

 

исследовать

 

харак-
тер

 

изменения

 

средних

 

арифметических

 

при

 

помощи

 

критерия
Аббе

 

(см.

 

п.

 

5.6).

 

Последний

 

позволяет

 

отличить

 

монотонное

смещение

 

средних

 

арифметических

 

групп

 

от

 

их

 

случайных

 

коле-
баний.

 

Если

 

обнаружено

 

монотонное

 

смещение

 

средних

 

ариф-
метических,

 

то

 

для

 

выяснения

 

формы

 

зависимости

 

используют
методы

 

регрессионного

 

анализа

 

(см.

 

п.

 

7.5).

 

После

 

этого

 

сле-
дует

 

попытаться

 

исключить

 

систематические

 

погрешности

 

и
затем

 

можно

 

вернуться

 

к

 

вопросу

 

об

 

объединении

 

групп.

В

 

том

 

случае,

 

когда

 

рассеивание

 

средних

 

арифметических,,
хотя

 

и

 

значимо,

 

но

 

носит

 

случайный

 

характер,

 

в

 

качестве

 

оцен-
ки

 

истинного

 

значения

 

измеряемой

 

величины

 

принимают

 

сово-
купное

 

среднее,

 

вычисляемое

 

по

 

формуле

 

(6.1).

 

Желательно,
чтобы

 

все

 

группы

 

имели

 

примерно

 

равное

 

число

 

наблюдений.
Оценку

 

дисперсии

 

совокупного

 

среднего

 

находят

 

по

 

форму-
ле

 

(6.2).
Дальнейший

 

анализ

 

рассеивания

 

наблюдений

 

проводят

 

для
определения

 

оценки

 

дисперсии

 

дополнительной

 

составляющей
S„2

 

(х г )

 

случайного

 

рассеивания

 

средних

 

арифметических

 

групп.
Это

 

необходимо,

 

чтобы

 

обнаружить

 

источник

 

дополнительного

рассеивания

 

и

 

ослабить

 

его

 

действие.

С

 

этой

  

целью

 

оценку

   

дисперсии

   

средних

   

арифметических

групп

 

S 0 2 (*/)

   

представляют

 

состоящей

 

из

 

двух

 

составляющих

S 0 =

 

(х,-)

 

=

 

Sr

 

(*д

 

+

 

S?2

 

(х ; )

 

,

где

 

Si 2 (x і)

 

—среднее

 

значение

 

оценки

 

дисперсии

 

среднего
арифметического

 

групп

 

за

 

счет

 

рассеивания

 

наблюдений

 

внутри

групп.



Вычисление

 

S 0 2

 

(х ; )

 

выполняется

 

по

 

формуле

S-YL
So2

 

(х,)

 

=

 

--±Ь-

 

,

                              

(6.6)
п

тде

 

5 2 jj/__

 

определяется

 

формулой

 

(5.9);

 

д

 

—

 

среднее

 

число

 

на-

блюдений

 

в

 

группе:

Значение

 

S\ a (x t )

 

вычисляют

 

по

 

формуле

S t

 

*(*i)

 

=

 

—-—

 

,

                               

(6-7.)
п

где

 

5 2 Л £

   

определяется

 

формулой

 

(5.10).

Затем

  

находят

 

дополнительную

 

составляющую

 

оценки

 

дис-

персии

S 2 2 (x,.)=5« 2 U)"

 

& 8 fo)

 

•

                      

(6.8)

6.

 

4.

 

Неравнорассеянные

 

группы

 

наблюдений
при

   

незначительном

   

различии

   

средних

   

арифметических

В

   

качестве

  

оценки

   

истинного

   

значения

   

измеряемой

  

вели-

чины

 

принимают

 

среднее

 

взвешенное:

t=

 

gt

  

*'
х

 

=

 

^ ------ .

 

•

                            

(6.9)

S

 

ft
l=\

где

 

ft

 

—

 

вес

 

среднего

 

арифметического

 

і-и

 

группы.

Веса

 

средних

 

арифметических

 

вычисляют

 

по

 

формуле

gi-^m-

                      

< 6Л0 >-
или,

 

если

 

известны

 

не

 

дисперсии

 

° 2 (хі)

 

средних

 

арифметических
групп,

 

а

 

отношения

 

дисперсий,

 

то

 

веса

 

вычисляют

 

из

 

соотно-

шения
1

                    

1

                              

1
дг (6.11)& L

   

"

       

a-

 

( Хі )

          

а-

 

( Хі )

                    

а 2

 

(х^)

Для

 

удобства

  

вычислений

  

найденные

  

веса

  

допускается

  

умно-

жать

 

или

 

делить

 

на

 

одно

 

и

 

то

 

же

 

число.

Оценку

 

дисперсии

 

совокупного

 

среднего

  

(среднею

 

взвешен-

ного)

 

вычисляют

 

по

 

формуле

S 2

 

(7)

 

=

     

------ \г
(JV-I)

 

£

    

gl

1

 

=

 

1
44

Г

  

Е

 

ft

   

Ѵ^' 2 +

 

^

 

й

   

(*^*)' (6.12)



Ести

 

веса

 

находят

 

по

 

оценкам,

 

а

 

не

 

по

 

самим

 

дисперсиям,,
то

 

вычисленное

 

по

 

формуле

 

(6.

 

9)

 

среднее

 

взвешенное

 

приоо-
ретает

 

несколько

 

условный

 

характер.

 

Оценку

 

дисперсии

 

сово-
купного

 

среднего

 

в

 

этом

 

случае

 

целесообразно

 

вычислять

 

по

формуле

с ? --г

       

______ 1 ------------

 

.*х

   

=

    

L

        

,

ЕІі

   

5 2 =

6.

 

5.

 

Пример

 

совместной

 

обработки
нескольких

  

групп

   

наблюдений

При

 

определении

 

приведенной

 

площади

 

поршня

 

грузопорш-
невого

 

барометра

 

путем

 

его

 

сличения

 

с

 

эталонным

 

ртутным
барометром

 

было

 

произведено

 

50

 

наблюдений,

 

представленных
10

 

группами

 

данных

 

по

 

5

 

в

 

каждой.

 

Полученные

 

данные

 

при-
ведены

 

в

 

столбцах

 

2—6

 

табл.

 

6.1*.
Требуется

 

найти

 

приведенную

 

площадь

 

поршня

 

и

 

оценку
среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

полученного

 

значения.
В

 

столбце

 

7

 

таблицы

 

приведены

 

средние

 

арифметические
значения

 

отдельных

 

групп

 

х.

 

Совокупное

 

среднее

 

значение

данных

 

групп

 

1,

 

которое

 

принимается

 

в

 

качестве

 

значения
приведенной

 

площади

 

поршня,

 

вычислено

 

по

 

формуле

 

(6.

 

3).
Чтобы

 

убедиться

 

в

 

том,

 

что

 

х

 

является

 

оценкой

 

истинного

 

зна-
чения

 

приведенной

 

площади

 

поршня,

 

проверим

 

статистическую
подконтрольность

 

полученных

 

данных.

Для

 

этого

 

сначала

 

проверим,

 

являются

 

ли

 

оценки

 

дисперсий
групп

 

оценками

 

одной-

 

и

 

той

 

же

 

дисперсии.

 

Применим

 

для

 

этого
критерий

 

М.

 

Бартлетта

 

(см.

 

п.

 

5.

 

3).
5

В

 

столбце

 

8

 

приведены

 

значения:

       

Д

  

{хі}

 

—

 

xfr

 

-10

 

-

 

,

в

   

столбце

   

9 -значения

   

S 2 ,

 

-10 12 .

   

Среднее

   

значение

   

оценок:
дисперсии

  

находим

  

по

  

формуле

    

(5.

 

3),

 

которая

   

при

   

равном

числе

 

данных

 

в

 

группе

 

упрощается:

 

S 2 cp =

 

S

 

S t-JL.

 

.

Значение

 

S 3 cp

 

приведено

 

в

 

нижней

 

строке

 

столбца

 

9.

 

Значение-
постоянной

  

С

   

вычисляем

 

по

 

формуле

 

(5.

 

5) :

С

 

=

 

1

 

+

 

з7Ш=Ту(^=Г

        

50-Ю

*

 

Материал

 

для

 

примера

 

предоставил

 

Е.

 

Ф.

 

Долинский.
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Далее

 

по

 

формуле

 

(5.4)

 

вычисляем

 

значение

 

у 2 .

 

Значения
десятичных

 

логарифмов

 

lgS2 ,-,

 

необходимые

 

для

 

этого,

 

приве-
дены

 

в

 

столбце

 

10.

 

Вычисляем

 

члены

 

формулы

 

(5.4):

(N-L)

 

lgS 2 cp

 

=(50—10)

 

•

 

10,8209

 

=

 

32,836—400,

2

 

( Л|

 

-

 

1)

 

\gS\

 

=

 

10

 

(5-1)

 

•

 

10,8176

 

=

 

32,704-400.
1

Постоянная

 

С

 

была

 

вычислена

 

раньше:

С

   

=

 

1,094.

Теперь

 

находим

2

 

303
Х- 2

 

=

      

і',094

     

(32,836-32,704)

 

яв

 

0,28

 

.

По

 

приложению

 

6

 

при

 

доверительной

 

вероятности

 

а

 

=0,95
и,

 

следовательно,

 

при

 

Р(х 2 >Х2 ) = 1

 

—

 

а

 

ѵ

 

числе

 

степеней

 

свободы
£=10—1=9

 

находим

 

х 2 макс

 

=

 

16,9.

 

Так

 

как,

 

х 2 Сх 2 макс

 

то

 

следует
считать,

 

что

 

все

 

оценки

 

дисперсий

 

групп

 

являются

 

оценками

одной

 

и

 

той

 

же

 

дисперсии.

Теперь

 

проверим

 

однородность

 

ряда

 

средних.

 

Для

 

этого

воспользуемся

 

методом

 

Фишера.

В

 

столбце

 

11

 

таблицы

 

приведены

 

отклонения^ средних

 

ариф-

метических

 

групп

 

от

 

совокупного

 

среднего

 

(х,- —х)Л0 6 ,

 

а

 

в

 

столб-

це

 

12

 

—

 

квадраты

 

этих

 

отклонений.

Воспользовавшись

 

формулой

 

(5.10),

 

найдем

 

S 2 ni,

 

Необхо-

димые

 

данные

 

берем

 

из

 

столбца

 

8:

О о

             

26 468- Ю -12

       

ссо

 

1Гі -і2

 

„

   

і

S V

 

=

  

-50=10—

 

=

 

662 - 10

        

СМ -

По

 

формуле

   

(5.

 

9)

  

найдем

 

S 2 j&.

 

Данные

 

для

   

этого

   

берем

 

из

столбца

 

12

S- 1L

 

=

 

5Ѵ3^|0 ""12

 

-

 

1851 -Ю- 12

 

см 1 .

Отношение

 

дисперсий
1851

^9,40

 

=

    

662

    

~~

 

2,8

  

.

Из

 

приложения

 

9

 

для

 

уровня

 

значимости

 

^=5%

 

и

 

k^

 

=

10—1=9,

 

k2

 

=50—10=40

 

находим

 

F B =2,12.

Так

 

как

 

F 9 ,4o= 2,8

 

>

 

F B =2,12,

 

то

 

расхождение

 

между

 

средними

групп

 

недопустимо

 

велико.

 

Поэтому

 

необходимо

 

продолжить

исследование

 

и

 

выяснить,

 

является

 

это

 

расхождение

 

система-

тическим

 

или

 

случайным.

 

Для

 

этого

 

используем

 

критерий

 

Аббе.

47



В

 

столбце

 

.13

 

таблицы

 

приведены

 

значения

 

последователь-

ных

  

разностей

  

средних

  

арифметических

   

групп

   

d i=(x i+x ~x i),
а

  

в

  

столбце

   

14— квадраты

 

этих

  

разностей.

  

Оценку

 

дисперсии

по

  

последовательным

   

разностям

  

находим,

  

используя

  

формулу-
(5.

 

13),

 

данные

 

для

 

которой

 

берем

 

из

 

столбца

  

14:

4479
s 'd

 

=

 

^9~-Ю- 12

 

=

 

249- Ю- 12

 

см 4 .

Обычную

 

несмещенную

 

оценку

 

дисперсии

 

средних

 

арифме-
тических

 

вычисляем

 

по

 

формуле

 

"

 

(5.14).

 

Данные

 

для

 

подста-

новки

 

в

 

эту

 

формулу

 

берем

 

из

 

столбца

 

12:

S "x

 

=

     

іо3-і

    

•

 

10" 12

 

=

 

370-1.0- 12

 

см 1 .

Отношение

 

дисперсий

   

ѵ

 

будет
249

*

 

=

 

~Ш~

 

=

 

0,67

 

.

Из

 

приложения

 

10

 

для

 

уровня

 

значимости

 

<7

 

=

 

0,05

 

при

 

п

 

=

 

\<}
находим

 

минимально

 

допустимое

 

значение

 

ѵ мин =0,531.

 

Так

 

как

0,531<0,67,

 

то,

 

согласно

 

критерию

 

Аббе,

 

рассеивание

 

группо-

вых

 

средних

 

допустимо.

 

Поэтому

 

это

 

рассеивание

 

следует

считать

 

случайным.

Вычисленное

 

по

 

формуле

 

(6.

 

3)

 

значение

 

приведенной

 

пло-

щади

 

поршня

 

х=

 

1,001245

 

см 2 .

 

Дисперсию

 

совокупного

 

среднего

вычислим

 

по

 

формуле

 

(6.

 

2),

 

учтя

 

при

 

этом,

 

что

 

число

 

наблю-
дений

 

в

 

группах

 

одинаково

 

и

 

равно

 

п.^5.

Находим

 

сумму

 

значений,

 

приведенных

 

в

 

столбце

 

8

 

табл.6.

 

1

2

   

(Пі-Л)

 

Sf

 

=.£..£

   

(х,.,-х (.) 2

 

=

 

26468-10- 12 .

1=1

                            

І=\

   

j=\

Затем

 

находим

 

сумму

 

значений,

 

приведенных

 

в

 

столбце

 

12
табл.

 

6. 1
L

            

_

    

_

Е

  

щ

   

(х,— л) 2

 

=

 

5 -3332 -Ю- 12 .

/=1

Тогда

5 2 =

 

=

 

—1—

 

(26468-10- 12 +5-3332-10- 12)^17,6-10- !2 ;

S=

 

=

 

4,2-10- s

 

см 2 .

Оценим

 

дисперсию

 

дополнительной

 

составляющей

 

случай-
ного

 

рассеивания

 

средних

 

арифметических

 

групп.
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По

 

формулам

 

(6.

 

6)

 

и

 

(5.

 

9),

 

с

 

учетом

 

данных,

 

приведенных

в

 

столбце

 

12

 

табл.

 

6.

 

1,

 

находим

ц-(х і)=

 

----- ~-----

 

=370 -Ю- 12

 

см 4

 

.

По

 

формулам

 

(6.7)

 

и

 

(5.10),

 

с

 

использованием

 

данных,

приведенных

 

в

 

столбце

 

8

 

табл.

 

6.

 

1,

 

находим

с2/~"ѵ

        

26470-

 

1СГ 12

       

,ort' : iA-'i9
S »'W

 

=

    

(50-10).5

    

=

 

^ 2 -™- 12

 

см*.
Затем,

 

согласно

   

формуле

  

(6.

 

8),

   

находим

   

искомую

   

оценку

s a 2J^i)=

  

(370- 132) -Ю- 12

 

^240 -Ю- 12

 

см'.

Литература:

 

[6,

 

7,

 

8].

6.

 

6.

 

Равнорассеянные

 

группы

 

наблюдений
при

  

измерении

 

разных

 

значений

  

величин

В

 

случае

 

измерения

 

одним

 

и

 

тем

 

же

 

методом

 

при

 

постоян-

ном

 

СКО

 

разных

 

значений

 

величины

 

для

 

оценки

 

СКО

 

каждой

измеряемой

 

величины

 

можно

 

учесть

 

наблюдения

 

при

 

измере-

ниях

 

всех

 

величин

 

и

 

благодаря

 

этому

 

уточнить

 

характеристику

рассеивания

 

среднего

 

арифметического.

Оценку

 

дисперсии

 

среднего

 

арифметического

 

каждой

 

из

измеряемых

 

величин

 

с

 

учетом

 

всех

 

наблюдений

 

вычисляют

 

по

формуле

L

s°'-, і=\

 

У=1
(Хіі-ХіУ

(6.13)
щ

 

(N-L)
где

 

И;

 

— число

 

наблюдений

 

при

 

измерении

 

величины

 

Л ; ;

L

 

—

 

число

 

измеряемых

 

значений

 

величины;

L
N

 

=

   

£

 

щ

    

.

і=\

Оценку

  

истинного

   

значения

   

каждой

    

измеряемой

   

величи-

ны

 

Л;

   

вычисляют

 

по

 

формуле

 

(5.

 

11).

Доверительный

 

интервал

 

для

 

каждого

 

А ь

   

будет

где

 

t q

 

—

 

q -процентная

 

точка

 

распределения

 

Стьюдента

 

с

 

N—L
степенями

 

свободы.

Пример.

 

При

 

проверке

 

образцового

 

многогранника,

 

номи-

нальные

 

значения

 

углов

 

между

 

гранями

 

которого

 

равны

 

10°,
измеряют

 

углы

 

между

 

первой

 

и

 

второй,

 

первой

 

и

 

третьей,

 

пер-

4*

 

Зак.

 

4102
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вой

 

и

 

четвертой

 

гранями

 

и

 

т.

 

д.,

 

т.

 

е.

 

углы,

 

номинальные

 

зна-

чения

 

которых

 

равны

 

10°,

 

20°,

 

30°

 

и

 

т.

 

д.

Измерения

 

производят

 

на

 

одной

 

установке

 

и

 

точность

 

их

одинакова.

Результаты

 

наблюдений

 

приведены

 

в

 

табл.

 

6.2.

 

В

 

столбцы

 

1,
4,

 

7

 

занесены

 

отклонения

 

(в

 

секундах)

 

от

 

номинальных

 

значе-

ний

 

углов

 

10°,

 

20°

 

и

 

30°,

 

в

 

столбцах

 

2,

 

3,

 

5,

 

6,

 

8

 

и

 

9

 

—

 

вычисле-

ния

 

вспомогательных

 

величин.

Вычислим

 

оценки

 

истинных

 

значений

 

отклонений

 

измеряе-

мых

 

углов.

 

Согласно

 

формуле

 

(5.

 

11),

 

они

 

будут:

Щ
Е

  

Х\і

п

Иу

19,82
10

=

 

1,98"

 

;

Хч

Щ
Е

     

x 2j

7=1 16^32
10

1,63"

 

;

Щ
Е

  

x 3 j

0

                 

и-

3,84
10

0,38"

 

.

Вычислим,

 

пользуясь

 

формулой

 

(6.13),

 

оценки

 

дисперсии

средних

 

арифметических

 

этих

 

отклонений.

 

Так

 

как

 

числа

 

на-

блюдений

 

в

 

группах

 

равны,

 

то

q2 __ ==

 

Q2 —

   

=

  

С 15 __

     

=

•э

 

хі

     

^

 

х 2

     

■з

 

х 3

0,1993+0,3238+0,1462

 

_

 

0,6698
10-27 270

0,0025.

Следовательно,

Sx,

 

=

 

Sx 2

 

=

 

S^

 

=

 

0,05".

Выберем

 

доверительную

 

вероятность

 

а

 

=0,95.

 

По

 

прило-

жению

 

7

 

для

 

а

 

=0,95

 

и

 

числа

 

степеней

 

свободы

 

N— L=30— 3=
=

 

27

 

находим

 

t q

 

=2,04.

 

Тогда

 

t q

 

-S-

 

=2,04

 

-0,05=0,10.

 

Довери-
тельные

 

интервалы

 

для

 

отклонения

 

от

 

номинального

 

значения
каждого

 

из

 

углов

 

10°,

 

20°

 

и

 

30°

 

соответственно

 

равны

 

[1,88";
2,08"];

 

[1,53";

 

1,73"];

 

[0,28"

 

и

 

0,48"].
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7.

   

ОБНАРУЖЕНИЕ

   

И

   

ИСКЛЮЧЕНИЕ

СИСТЕМАТИЧЕСКИХ

 

ПОГРЕШНОСТЕЙ

7.

 

1.

 

Классификация

 

систематических

 

погрешностей

Систематические

 

погрешности

 

по

 

причинам

 

возникновения

можно

 

разделить

 

на

 

несколько

 

следующих

 

видов:

а)

    

инструментальные

 

погрешности

 

—

 

погрешности

 

средств

измерений

 

в

 

условиях,

 

при

 

которых

 

проводят

 

измерения;

б)

   

установочные

 

погрешности

 

—

 

могут

 

возникнуть

 

из-за

взаимного

 

влияния

 

используемых

 

средств

 

измерений,

 

из-за

неучитываемых

 

колебаний

 

внешних

 

условий,

 

связанных

 

с

 

рас-

положением

 

средств

 

измерений,

 

и

 

т.

 

п.;

в)

   

погрешности

 

метода

 

—

 

возникающие

 

из-за

 

несовершен-

ства

 

метода

 

измерения;

 

из-за

 

ограниченной

 

точности

 

формул,
примененных

 

для

 

описания

 

явления,

 

положенного

 

в

 

основу

измерения;

 

из-за

 

ограниченной

 

точности

 

значений

 

используе-

мых

 

физических

 

констант

 

и

 

т.

 

п.;

г)

   

личные

 

погрешности

 

—

 

связанные,

 

с

 

индивидуальными

особенностями

 

наблюдателей;

д)

   

погрешности

 

вычислений

 

—

 

связанные

 

с

 

приближенными
вычислениями,

 

интерполяцией

 

и

 

эстраполяцией,

 

выполняемыми

в

 

процессе

 

обработки

 

данных

 

наблюдений.

7.

 

2.

 

Методы

 

обнаружения
и

 

устранения

 

систематических

 

погрешностей

Задача

 

освобождения

 

результатов

 

измерений

 

от

 

системати-

ческих

 

погрешностей

 

требует

 

глубокого

 

анализа

 

всей

 

совокуп-

ности

 

данных

 

наблюдений.

 

Дать

 

исчерпывающие

 

правила

исключения

 

систематических

 

погрешностей

 

невозможно,

 

так

как

 

слишком

 

разнообразны

 

причины,

 

их

 

вызывающие.

 

Можно
только

 

наметить

 

излагаемый

 

ниже

 

план

 

работ

 

по

 

устранению

этих

 

погрешностей.

В

 

процессе

 

подготовки

 

к

 

проведению

 

измерений

 

изучают

возможные

 

причины

 

возникновения

 

погрешностей

 

и

 

создают

условия,

 

устраняющие

 

их,

 

или

 

изучают

 

закономерности

 

их

 

из-

менений

 

для

 

последующего

 

введения

 

поправок.

 

К

 

подготови-

тельным

 

мероприятиям

 

относятся:

1)

   

предварительная

 

поверка

 

используемых

 

мер

 

и

 

измери-

тельных

 

приборов,

 

градуировка

 

шкал

 

приборов

 

или

 

калибровка
набора

 

мер;

2)

   

вычисление

 

или

 

экспериментальные

 

определения

 

методи-

ческой

 

погрешности

 

для

 

введения

 

поправки;
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3)

   

изучение

 

закономерностей

 

изменения

 

измеряемой

 

вели-

чины

 

при

 

изменении

 

условий

 

измерений.

 

Вычисление

 

поправок

на

 

отклонения

 

условий

 

измерений

 

от

 

расчетных;

4)

   

создание

 

и

 

поддержание

 

необходимой

 

стабильности

 

усло-

вий

 

измерений.

При

 

выполнении

 

измерений

 

используют

 

следующие

 

спе-

циальные

 

приемы

 

постановки

 

наблюдений,

 

обеспечивающие
исключение

 

части

 

систематических

 

погрешностей:

1.

   

Исключение

 

самого

 

источника

 

погрешности.

 

Например,
тщательной

 

установкой

 

прибора

 

по

 

уровню

 

исключают

 

погреш-

ность

 

от

 

неуравновешенности

 

его

 

подвижной

 

части.

2.

  

Замещение

 

измеряемой

 

величины

 

равновеликой

 

ей

 

извест-

ной

 

величиной.

 

Таким

 

приемом

 

может

 

быть

 

исключена

 

систе-

матическая

 

погрешность

 

компарирующего

 

прибора.

3.

   

Компенсация

 

погрешности

 

по

 

знаку.

 

Например,

 

погреш-

ности

 

от

 

мертвого

 

хода

 

в

 

верньерных

 

механизмах

 

приборов
можно

 

исключить,

 

определяя

 

значение

 

измеряемой

 

величины

при

 

подходе

 

к

 

определенной

 

точке

 

шкалы

 

слева

 

и

 

справа

 

и

вычисляя

 

среднее

 

значение

 

(см.

 

п.

 

7.

 

4).

4.

   

Симметричные

 

наблюдения.

 

Их

 

используют

 

для

 

исклю-

чения

 

погрешностей,

 

изменяющихся

 

во

 

времени

 

по

 

линейному
закону.

 

В

 

этом

 

случае

 

два

 

цикла

 

наблюдений

 

проводят

 

в

 

об-
ратном

 

друг

 

другу

 

порядке,

 

а

 

затем

 

вычисляют

 

среднее

{см.

 

п.

 

7.

 

4).

5.

  

Наблюдения

 

через

 

период

 

изменения

 

влияющей

 

величины.

Они

 

позволяют

 

исключить

 

погрешности,

 

изменяющиеся

 

по

периодическому

 

закону.

6.

   

Измерения

 

одной

 

величины

 

несколькими

 

независимыми

методами

 

с

 

последующим

 

вычислением

 

среднего

 

взвешенного

значения

 

измеряемой

 

величины.

 

Таким

 

образом

 

обычно

 

опре-

деляют

 

значения

 

физических

 

констант.

В

 

ряде

 

случаев

 

возможно

 

так

 

построить

 

процесс

 

измерения,

чтобы

 

влияние

 

систематических

 

погрешностей

 

можно

 

было
снизить

 

при

 

обработке

 

наблюдений.

 

Такими

 

случаями

 

являются:

1.

  

Измерения

 

одной

 

величины

 

несколькими

 

измерительными

приборами

 

(при

 

условии,

 

что

 

погрешности

 

этих

 

приборов
взаимно

 

не

 

коррелированы)

 

с

 

последующим

 

вычислением

 

сред-

него

 

арифметического

 

из

 

показаний

 

всех

 

приборов.

 

При

 

этом

систематические

 

погрешности

 

совокупности

 

приборов

 

можно

рассматривать

 

как

 

случайные

 

величины.

2.

   

Уравновешивание

 

измерений,

 

связанных

 

известным

 

усло-

вием

 

(см.

 

п.

 

7.

 

3).

53



Систематические

 

погрешности,

 

изменяющиеся

 

в

 

процессе

 

из-
мерения,

 

могут

 

быть

 

обнаружены

 

при

 

обработке

 

эксперимен-
тальных

 

данных

 

статистическими

 

методами.

 

Эти

 

методы

 

сле-

дующие:
1.

   

Проверка

 

статистической

 

подконтрольности.

 

Для

 

этого

экспериментальные

 

данные

 

должны

 

быть

 

представлены

 

для

обработки

 

в

 

виде

 

нескольких

 

групп.

 

Недопустимо

 

большие

 

рас-
хождения

 

между

 

групповыми

 

дисперсиями

 

или

 

групповыми

средними,

 

обнаруживаемые

 

с

 

помощью

 

критериев

 

Бартлетта,
Фишера,

 

Аббе,

 

указывают

 

на

 

наличие

 

систематических

 

смеще-

ний

 

между

 

группами

 

(см.

 

раздел

 

6).
Для

 

облегчения

 

обнаружения

 

систематических

 

смещений,
возникающих

 

с

 

течением

 

времени

 

за

 

счет

 

колебаний

 

условий
измерений

 

или

 

из-за

 

замены

 

измерительных

 

приборов,

 

реко-
мендуется

 

проводить

 

наблюдения

 

малыми

 

группами,

 

по
4 — 5

 

наблюдений

 

в

 

каждой

 

группе,

 

увеличивая

 

число

 

групп.

2.

   

Использование

 

регрессионного

 

анализа

 

для

 

выяснения
характера

 

зависимости

 

погрешности

 

группового

 

среднего

 

от

неслучайного

 

аргумента

 

(см.

 

п.

 

7.

 

5).
3.

   

Использование

 

корреляционного

 

анализа

 

для

 

обнаруже-
ния

 

связи

 

между

 

наблюдениями

 

и

 

значениями

 

измеряемой
величины

 

(см.

 

п.

 

7.6) .

Систематические

 

погрешности,

 

не

 

изменяющиеся

 

при

 

про-
ведении

 

измерения,

 

могут

 

быть

 

обнаружены

 

только

 

сравнением
результатов

 

измерений,

 

произведенных

 

различными

 

независи-

мыми

 

методами.
Использованные

 

ниже

 

в

 

пп.

 

7. 3

 

и

 

7.6

 

метод

 

наименьших
квадратов,

 

регрессионный

 

и

 

корреляционный

 

анализы

 

в

 

реко-
мендации

 

подробно

 

не

 

излагаются.

 

Для

 

их

 

изучения

 

следует

использовать

  

соответствующую

 

литературу

 

[5,

  

7,

 

9].

7.3.

 

Уравновешивание

 

результатов

 

прямых

 

измерений
нескольких

 

величин,

  

связанных

 

определенным

  

условием

При

 

измерениях

 

нескольких

 

величин,

 

связанных

 

определен-
ным

 

условием,

 

полученные

 

значения

 

могут

 

быть

 

уравновешены
с

 

учетом

 

этого

 

условия.

 

Например,

 

по

 

первому

 

закону

 

Кирхго-
фа

 

сумма

 

сил

 

токов

 

в

 

точке

 

разветвления

 

равна

 

нулю;

 

сумма

углов

 

треугольника

 

равна

 

180°

 

и

 

т.

 

д.
Для

 

вычисления

 

уравновешенных

 

значений

 

измеряемых

величин

 

сначала

 

находят

 

значения

 

каждой

 

величины

 

в

 

отдель-
ности

 

(без

 

учета

 

их

 

взаимных

 

связей),

 

а

 

затем — их

 

исправлен-
ные

 

значения

 

с

 

учетом

 

взаимных

 

связей

 

между

 

ними.

 

Для

 

этого
используют

 

метод

 

наименьших

 

квадратов.

 

Применение

 

этого
метода

 

возможно,

 

если

 

число

 

наблюденией

 

N,

 

полученных

 

при
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измерениях,

 

превосходит

 

число

 

независимых

 

измеряемых

 

вели-

чин

 

L

 

за

 

вычетом

 

числа

 

уравнений

 

связи

 

Н:
N>L-H.

                                    

(7.1)

Пример.

 

Равноточные

 

измерения

 

трех

 

углов

 

Ах ,

 

А у ,

 

A z

плоского

 

треугольника,

 

проведенные

 

однократно,

 

дали

 

следую-

щие

 

результаты:

л-,

 

=

 

54°5'

 

;

     

у,

 

=

 

50° Г

 

;

    

г х

 

=

 

76°6'.

Кроме

 

того,

 

известно

 

уравнение

 

связи

 

для

 

углов

 

треуголь-
ника:

 

Ах ~

 

А у +

 

A Z

 

=

 

180°.B

 

рассматриваемом

 

случае

 

N=3,

 

Н=1,
1

 

=

 

3.

 

Следовательно,

 

условие

 

(7.

 

1)

 

выполняется.

Значения

 

хь

 

У\>

 

Л

 

содержат

 

погрешности.

 

Для

 

их

 

уравно-
вешивания

 

по

 

методу

 

наименьших

 

квадратов

 

составляют

 

систе-
му

 

условных

 

уравнений,

 

состоящую

 

из

 

равенств

 

вида:

а г

 

х

 

+

 

b t

 

у

 

+

 

c t

 

z

 

=

 

l t

 

,

                                

(7.2)

где

   

I-,

 

=

 

х и

 

.

 

.

 

.

 

;

   

у,,

 

.

 

.

 

.

 

;

   

2і

 

,

 

•

 

•

 

•

 

;

х,

 

y;.z

 

—

 

оценки

 

А х ,

 

А у ,

 

А 2 .

Из-за

 

наличия

 

в

 

значениях

 

/ ;

 

погрешностей

 

система

 

оказы-
вается

 

несовместной.

 

Это

 

означает,

 

что

 

не

 

существует

 

таких
значений

 

х,

 

у,

 

z,

 

.

 

.

 

.,

 

которые

 

одновременно

 

удовлетворяли

 

бы
всем

 

уравнениям

 

системы.

В

 

приводимом

 

примере

 

число

 

независимых

 

неизвестных

 

два,
а

 

число

 

уравнений

 

— три.

 

Если

 

подставить

 

найденные

 

по

 

пер-
вым

 

двум

 

уравнениям

 

значения

 

х\

 

и

 

у х

 

в

 

третье,

 

то

 

последнее

не

 

обратится

 

в

 

нуль:

а-іх х

 

+

 

Ь іу 1 —к=^фО-

Так

 

можно

 

поступить

 

с

 

любой

 

парой

 

из

 

трех

 

уравнений.

Разности

 

р,-

 

называют

 

невязками.

 

Решая

 

систему

 

условных

уравнений

 

методом

 

наименьших

 

квадратов,

 

добиваются,

 

чтобы
сумма

 

квадратов

 

невязок

 

была

 

минимальной.

 

Как

 

показано

выше,

 

в

 

приведенном

 

примере

 

из

 

трех

 

неизвестных

 

независимы

два,

 

поэтому

 

одно

 

из

 

них

 

может

 

быть

 

выражено

 

через

 

два

других.

 

Например:

 

z=180 — (х+у).

Составим

 

систему

 

условных

 

уравнений

 

типа

 

(7. 2)

 

для

нашего

 

примера,

 

учитывая

 

уравнение

 

связи:

1-JC+0

 

•г/=54°5 / ,

0-х+1-г/=50°Г,

180—

 

1-х—

 

1-г/=76°6'.
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После

 

преобразования

 

получим:

1-х+0-у=54°5'
0-х+1-у

 

=

 

50°1',

\-х+0-у=54°5',

На

 

основе

 

системы

 

условных

 

уравнений

 

составляют

 

систему

нормальных

 

уравнений,

 

число

 

которых

 

равно

 

числу

 

независи-

мых

 

переменных:

[aa]-x+[ab]-y+

 

.

 

.

 

.

 

=[al]

    

1
[ab]-x+[bb]-y+

 

.

 

.

 

.

 

=[6/]

     

/

Квадратными

 

скобками

 

обозначены

 

суммы

 

вида:

(7.3)

[аа\

 

=

   

Ей/

   

;

   

[bb]
п

S

 

b?
i=\

[ab\

 

=

   

S

 

a,

 

b L

   

;

   

[al]

 

=

   

£

 

a l l i

   

;

    

\b

 

l\

 

=

  

E

 

*,-

   

/,-

 

.

/=1

                          

г=1

                          

2=1

В

   

рассматриваемом

   

примере

   

коэффициенты

   

нормальных

уравнений

 

будут:

[аа]=[ЬЬ]=2;

     

И]=1;

     

[а/]=157°59';

     

[&/]=

 

153 с55'.

Систему

 

нормальных

 

уравнений

   

запишем

   

следующим

  

об-
разом:

2х+г/=157°59',

х+2г/=153°55'.

Эту

 

систему

  

можно

  

решить

  

методом

 

определителей.

  

Тогда
искомые

 

значения

 

неизвестных

 

будут:
D x

                        

D v

х

 

=

 

—в~

 

;

    

у

 

=

 

—D -

 

.

где

 

D

 

— определитель

 

системы

 

нормальных

 

уравнений

 

(7.

 

3) ,

составленный

 

из

 

коэффициентов

 

при

 

неизвестных;

Dx ,D y—

 

определители,

 

полученные

 

за'меной

 

соответствующего

столбца

 

в

 

определителе

 

D

 

свободными

 

членами.

В

 

рассматриваемом

 

примере

 

имеем

2

 

1
D

 

=

тогда

1

 

2
3,

 

£>,=
157°59'

 

1
153°55'

 

2 =

 

162°3;

 

D

 

=
2

   

157°59'
1

   

153°55' 149°5Г;

162°3'
54°

 

Г
149°51'

49°57' .
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Третье

 

неизвестное

 

г

 

находим

 

из

 

уравнения

 

связи

z

 

=

 

180

 

-

 

(54°

 

V

 

+49°57')

 

=

 

76°2'.

Вычислив

 

х,

 

у,

 

г,

 

находим

 

минимальные

 

значения

 

невязокі

§ х

 

=

 

1Х

 

-

 

х

 

=

 

54°5'

 

-

 

54°1'

   

-

 

4' ;

Р у

 

=

 

І ѵ

 

-

 

у

 

=

 

50°1'

 

-

 

49°57'

 

=

 

4';

|Зг

 

=

  

L

 

-

 

z

 

=

 

76°6'

 

-

 

76°2'

    

=

 

4'.

Оценки

 

дисперсий

   

для

   

значений

  

х,

 

у,

 

z,

 

.

 

.

 

.,

 

вычисленных
по

 

методу

 

наименьших

 

квадратов,

 

находим

 

по

 

формулам:
L

                                                

L
s

   

$\

                                

£

   

Р ? «

2 _

     

Du

   

,

 

/=1

     

___

  

.

      

о2

    

=

    

Раз

     

.l^j_____ (7.4)

где

  

Du

 

— минор

   

определителя

  

D,

   

полученный

   

вычеркиванием
из

 

него

 

первого

 

столбца

 

и

 

первой

 

строки;

D-22

 

—

 

минор

  

определителя

 

D,

  

полученный

  

вычеркиванием

второго

 

столбца

 

и

 

второй

 

строки.

Аналогично

 

из

 

другой

 

пары

 

нормальных

 

уравнений,

 

в 'кото-
рой

 

исключен

 

х

 

или

 

у,

 

может

 

быть

 

найдено

 

значение

 

S"z .

В

 

рассмотренном

 

примере

 

S 2 X

 

=

 

S\,

 

=

 

S z

 

=

 

S-

 

.
о

Проведя

 

вычисления,

 

получим

 

S 2 =-g--

 

48=32.

 

Оценка

 

СКО

 

для

х,

 

у,

 

z

 

будет

 

5=5,6'.

7.

 

4.

 

Метод

 

двойных

 

измерений

Двойные

 

измерения

 

производят

 

при

 

исследовании

 

измери-
тельных

 

приборов

 

и

 

метода

 

измерений,

 

когда

 

следует

 

выяснить,
не

 

дает

 

ли

 

измерительная

 

аппаратура

 

разных

 

показаний

 

в

 

за-
висимости

 

от

 

направления

 

подхода

 

к

 

значениям

 

измеряемой
величины

 

и

 

какова

 

эта

 

разность.

Метод

 

состоит

 

в

 

выполнении

 

наблюдений

 

в

 

прямом

 

и

 

обрат-
ном

 

направлениях

 

одним

 

прибором

 

и

 

в

 

одинаковых ^условиях.
При

 

этом

 

получают

 

двойной

 

ряд

 

данных

 

наблюдений:

Ху

      

Хо

    

,

      

■

      

•

       

.

       

)

      

-^і

    

!

      

•

       

•

       

■

       

1

      

"*И

,.

   

II

     

„

   

ГІ

                                 

у

 

II

                                 

V

   

"Хх

    

Х 2

 

,

   

•

   

■

   

•

   

,

   

х і

 

,

   

.

   

.

   

.

   

,

  

и, л

Затем

 

составляют

 

разности

 

каждой

 

пары

 

данных

а%

 

=

 

х\

 

-

 

х"\

    

(і=

 

1,2,

 

.

 

.

 

.

 

,

 

п)
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и

 

находят

 

среднее

 

арифметическое

 

значение

 

этих

 

разностей

1

      

п

Малое

 

значение

 

d

 

указывает

 

на

 

отсутствие

 

систематических

разностей

 

между

 

наблюдениями

 

в

 

прямом

 

и

 

обратном

 

направ-

лениях.

Если

 

такое

 

изучение

 

аппаратуры

 

или

 

метода

 

измерений
указывает

 

на

 

наличие

 

существенных

 

разностей

 

между

 

наблю-
дениями

 

в

 

прямом

 

х'

 

и

 

обратном

 

х"

 

направлениях,

 

то

 

измере-

ния

 

следует

 

осуществлять

 

с

 

подходом

 

к

 

номинальному

 

значе-

нию

 

измеряемой

 

величины

 

слева

 

и

 

справа,

 

а

 

действительное
значение

 

этой

 

величины

 

вычислять,

 

как

 

среднее

 

арифметиче-
ское

 

наблюдений

-

 

=

 

_

 

L_

 

2

   

x i'+ x f

  

=-^(

 

Е

   

л-/

 

+

   

2

   

хА

   

.

Л

          

п

   

/=1

       

2

           

2

 

п

 

\і=\

           

і=\

        

J

Этим

 

методом

 

могут

 

быть

 

существенно

 

уменьшены

 

погреш-

ности

 

из-за

 

мертвого

 

хода

 

верньерных

 

механизмов,

 

из-за

 

тре-

ния

 

в

 

опорах

 

приборов

 

с

 

подвижной

 

частью

 

на

 

кернах,

 

от

 

ги-

стеризиса,

 

а

 

также

 

погрешности,

 

линейно

 

изменяющиеся

 

во

времени.

7.

 

5.

 

Использование

 

регрессионного

 

анализа

для

   

обнаружения

   

изменяющейся

   

систематической
погрешности

В

 

некоторых

 

случаях

 

среднее

 

значение

 

случайной

 

величины

зависит

 

от

 

неслучайного

 

аргумента

 

х.

 

Форма

 

такой

 

зависи-

мости,

 

определяемая

 

физическим

 

характером

 

изучаемого

 

явле-

ния,

 

задает

 

так

 

называемую

 

линию

 

регрессии

 

Y

 

на

 

х,

 

которая

обозначается

 

M(Ylx).

 

Чтобы

 

подобрать

 

форму

 

этой

 

линии,

 

сле-

дует

 

сначала

 

провести

 

логический

 

анализ

 

результатов

 

наблю-
дений,

 

основанный

 

на

 

имеющихся

 

предварительных

 

сведениях

о

 

погрешностях

 

метода

 

измерений,

 

далее

 

найти

 

параметры

уравнения

 

линии

 

регрессии,

 

а

 

затем

 

проверить,

 

насколько

 

най-
денное

 

решение

 

согласуется

 

с

 

экспериментальными

 

данными.

Последнее

 

выполняют

 

при

 

помощи

 

критерия

 

Р.

 

Фишера.

Рассмотрим

 

простейший

 

случай,

 

когда

 

линию

 

регрессии

можно

 

считать

 

прямой:
Лф7*)=<х+р

 

х,

где

 

а

 

и

 

р

 

—

 

параметры

 

прямой.
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Для

 

оценки

 

параметров

 

прямой

 

регрессии

 

следует

 

провести
наблюдения

 

величины

 

у

 

при

 

различных

 

значениях

 

х.

 

Если

 

на-
блюдений

 

окажется

 

много,

 

то

 

их

 

следует

 

сгруппировать

 

по
интервалам,

 

приписав

 

каждому

 

интервалу

 

определенные

 

зна-
чения

 

х=х-г

 

В

 

этом

 

случае

 

следует

 

воспользоваться

 

указа-

ниями

 

п.

 

3.

 

1.
Пусть

 

при

 

значении

 

аргумента

 

x^x t

 

оказалась

 

группа

 

изя г -

наблюдений

 

величины

 

Y,

 

в

 

результате

 

которых

 

получены

 

зна-
чения

 

г/ г (у'=1,2,

 

.

 

.

 

.,«;)•

 

Далее

 

обработку

 

наблюдений

 

ведут

 

по-
следующей

 

схеме.

1.

  

Вычисляют

 

оценку

 

углового

 

коэффициента

   

Р:
L

           

_

   

_

Е

   

(хі-

 

х)

   

уі

f=

  

^ -------- Z ------- ,

                               

(7-5)
Е

 

(хі

 

-

 

*) 2
/=1

1

    

"/
где

      

Уі

 

=

 

-п -*Уч

 

;

I

    

L
х

 

=

 

—г

 

Е

 

X;

   

;

L

 

— число

 

значений

 

аргумента

 

х ь

 

при

 

которых

 

производили

наблюдения.

2.

  

Вычисляют

 

оценку

 

параметра

 

а

 

по

 

формуле

~

 

=

     

1

    

S

   

Уі

 

—

 

|Г -х

 

.

                                

(7.6)
L

 

і=\
Построить

 

прямую

 

регрессии

 

можно

 

более^простым

 

путем

без

   

вычисления

   

*а

   

если

   

найти

   

координату

   

т

 

™чки

   

прямой,,
соответствующую

 

среднему

 

значению

 

аргумента

 

х:

f

 

=M(Vix)=-j7 Z

    

У i

 

■

                               

(7J)

Прямая,

 

проведенная^через

 

точку

 

с

 

координатами

 

(f,x)

 

и

угловым

 

коэффициентом

 

f,

 

и

 

будет

 

прямой

 

регрессии.

3.

  

Проверяют

 

правильность

 

выбранной

 

зависимости

 

M(Y!x).
Для

 

этого

 

вычисляют

 

оценку

 

межгрупповой

 

дисперсии

 

относи-
тельно

 

соответствующих

 

значений

 

М(У/х ; ):

Е

   

щ

 

\rt -M{Y\x^
/=1 (7.8)

S 2 Ylx—

              

L

 

-

 

G

где

 

M(YIXi)=a+f

 

х 1

    

(если

    

M(Ylx)

   

уравнение

    

прямой);



L

 

—

 

число

 

значений

 

х 1

 

(число

 

групп) ;

G

 

—

 

число

 

параметров

  

кривой,

  

регрессии,

 

оцениваемых

 

по

выборке.
В

 

том

 

случае,

 

когда

 

М(У/х) — прямая

 

линия,

 

таких

 

пара-

метров

 

два:

   

а

 

и

 

|3.
Далее

 

вычисляют

 

среднее

 

значение

 

внутригрупповых

 

оценок

дисперсии

L

        

П;

Е

     

Е

    

[У«/-Уі1 я
га

     

_

 

*=1

 

J= l _______________

           

,

                      

(7.9)
5

  

Уі

 

-

                 

N

 

-

 

L

L

где

   

TV

 

=

   

S

    

n,.
i=\

Отношение

 

дисперсий,

 

вычисленных

 

по

 

формулам

 

(7.

 

8)

 

и

(7.

 

9),

 

не

 

должно

 

превосходить

 

значения,

 

найденного

 

из

 

прило-

жения

 

9

 

при

 

выбранном

 

уровне

 

значимости

 

ql2=l%

 

или

 

5%:

F{k b k 2 )> Slp£

    

,

                         

(7.10)

S

 

Уі
где

 

F(kt,

 

k 2 )

 

— значения

 

функции

 

распределения

 

Р.

 

Фишера

 

из

приложения

 

9;

ki

 

=

 

L — G

 

—

 

число

 

степеней

 

свободы

 

для

 

S'2 yj X ;

k 2 =N— L

 

—

 

число

 

степеней

 

свободы

 

для

 

S 2 yi

 

.

4.

   

Вычисляют

 

оценку

 

дисперсий

 

наблюдений

 

относительно

прямой

 

регрессии:

5 2

 

=

 

^Ц,

 

s

   

s

 

[й;

 

-

 

(г+1'л-,.)]2 ,

     

(7.1 1)

где

 

G=2.

5.

   

Вычисляют

 

оценки

 

дисперсий

 

параметров

 

прямой:

S a 2 =^r;

                                      

(7-12)

5 2 в

 

=

 

-^т

   

,

                                  

(7.13)
1

          

N-S 2 X

где

                                          

^-

           

—

S

 

(х;-х) 2

5 2

   

=' г- 1
Z.-1

Зная

 

5а

 

и

 

Sa

 

можно

 

построить

 

доверительные

 

интервалы

для

 

аи^

 

если

 

известно,

 

что

 

наблюдения

 

имеют

 

нормальное

распределение.
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Границами

 

интервалов

 

будут

а

 

±

 

t„

 

■

 

S a

 

и

 

f

 

±

 

tq

 

■

 

S ?

    

.

где

 

t q

 

—

 

коэффициент

 

Стыодента.

 

Его

 

находят

 

из

 

приложения

 

7
при

 

k=N—G

 

и

 

выбранной

 

доверительной

 

вероятности

 

(подроб-

нее

 

см.

 

п.

 

4.

 

5) .

Пример*.

 

В

 

табл.

 

7.1

 

приведены

 

результаты

 

измерений
твердости

 

образца

 

по

 

шкале

 

HRC

 

по

 

двум

 

взаимно

 

перпенди-
кулярным

 

направлениям

 

х

 

и

 

z

 

квадратной

 

плитки.

 

Требуется
определить

 

уравнение

 

линии

 

регрессии.

Таблица

   

7.

 

1

Твердость

 

образца

 

по

 

координатам

Координа-
та

Координата X,

 

мм

о
с

2,
мм 10 20 30 40 50 60 70

      

80

      

90

     

100

100 24,0 23,6 23,8 25,2 24,2 24,4 25,4 25,1 24,8

   

26,0 24,65

90 23,5 24,3 24,7 24,2 24,8 24,7 24,8 24,8 25,3 25.4 24,65

80 23,5 24.3 23,7 24.6 24,5 25,2 25,1 24,6 25,3 25,5 24,63

70 23,5 24,3 24,4 24,1 24,9 24,8 25,3 25,5 25,2 25,0 24,70

£0 24,2 23,9 24,4 24,2 25,1 24,5 24,4 25,2 24,9 26,0 24,68

50 23,5 23,9 24,0 24,2 24,1 24,5 25,0 24,9 25,7 25,3 24,51

40 23,7 24,6 24,0 24,2 24,9 24,7 25,0 25,1 25,3 25,2 24,67

30 23,4 24,0 24,5 24,5 24,6 25,1 25,3 25,8 24,8 25,8 24,78

20 24,0 23,8 24,6 24,4 24,5 25,0 25,2 25,1 24,7 25,7 24,70

10 23,5 23,9 23,7 25,1 24.1 24,2 24,3 25.0 25,5 25,5 24,49

Среднее
по

 

столбцам
23,7 24,1 24,2 24,5 24,6 24,7 25,0 25,1 25,2 25,5 24,64

Рассмотрение

 

условных

 

средних

 

арифметических

 

значений
твердости,

 

соответствующих

 

последовательным

 

значениям

 

аргу-
мента

 

Хі

   

показывает,

   

что

   

твердость

 

растет

 

с

 

увеличением

 

х.

Материал

 

для

 

примера

 

предоставил

 

Е.

 

Ф.

 

Долинский.
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В

 

то

 

же

 

время

 

по

 

оси

 

г

 

наблюдаются

 

только

 

случайные

 

изме-

нения

 

твердости

 

вдоль

 

каждого

 

столбца.

 

Это

 

может

 

быть

 

под-
тверждено

 

при

 

помощи

 

критериев

 

фишера

 

и

 

Аббе,

 

но

 

в

 

данном
случае

 

видно

 

без

 

применения

 

статистических

 

критериев.

Систематическое

 

изменение

 

твердости

 

по

 

координате

 

х

может

 

быть

 

предварительно

 

изучено

 

при

 

помощи

 

построения

графика

 

~Уі

 

(х).

 

Последний

 

оказывается

 

прямой

 

линией.

 

Поэ-
тому

 

линию

 

регрессии

 

ищем

 

в

 

виде

Для

 

вычисления

 

оценок

 

коэффициентов

 

т

 

и

 

[3

 

составим

 

таб-
лицы

 

7.

 

2,

 

7.

 

3,

 

7.

 

4_и

 

7.

 

5.
Коэффициент

 

т

 

вычисляем

 

по

 

формуле

 

(7. 7) ,

 

используя

данные

 

столбца

 

2

 

табл.

 

7-

 

2

 

и

 

то,

 

что

 

л;=55:
1

      

10
Т

 

=

 

пв-Д

 

Л

 

=

 

24 > 66 -

Коэффициент

 

|Г

 

вычисляем

 

по

 

формуле

 

(7.5),

 

используя

 

для

этого

 

данные

 

столбцов

 

4

 

и

 

5

 

табл.

 

7.

 

2:
150

Р

 

=

 

-825F

 

=

 

0- 01 82.

Проверим

 

правильность

 

выбранной

 

зависимости.

 

Для

 

этого

вычислим

 

оценку

 

межгрупповой

 

дисперсии

 

по

 

формуле

 

(7. 8) ,

используя

 

данные

 

столбцов

 

7

 

и

 

8

 

табл.

 

7.

 

2:

S*Ylx

 

=

 

-Щ-

 

=

 

0.°71 5-

Затем

 

вычислим

 

среднее

 

значение

 

внутригрупповых

 

оценок
дисперсии

 

по

 

формуле

  

(7.9),

 

используя

 

данные

 

табл.

 

7.3:

S\

 

=

 

-тоо^о-

 

=

 

°- 120 -

Отношение
{S2 yix IS 2 y .

 

)

 

=

 

0,0715/0,120

 

=

 

0,605.

Из

 

приложения

 

9

 

для

 

&,=8

 

и

 

£ 2 =90

 

при

 

?/2=0,05

 

имеем

F

 

(8;

 

90)

 

=2,04.

Так

 

как

   

0,605<2,04,

   

то

   

гипотезу

   

о

 

линейности

   

регрессии

с

 

уравнением

 

У=24,66+0,0182(х,— х)

  

следует

 

принять.

Оценку

 

дисперсий

 

отдельных

 

наблюдений

 

Уц

 

вычисляем
по

 

формуле

 

(7.9),

 

используя

 

для

 

этого

 

данные

 

столбца

 

9
табл.

 

7. 2:
S2

   

=

    

113

 

320-Ю^

   

=

  

0Л156 _

62



Таблица

   

7.

 

2

К

 

вычислению Т.

  

Р.

 

5 ;
У.Іх

3

ч X

 

w

Гч _ S ^СО-і — !
1

 

'ч
Хі Уі IS L ч

>< 3 >f L^ і Ч

'?
1

 

я
|

1

 

н
1 (со.

5 \ѣ £

  

X
1

s? н 5 5 +
1

S KW

    

II

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

23,7

24,1

24,2

24,5

24,6

24,7

25,0

25,1

25,2

25,5

—45

       

2

 

025

—35

       

1 225

—25

—15

—

 

5

5

625

225

25

25

15

          

225

25

          

625

35

        

1

 

225

45

       

2

 

025

Сумма

550

       

246,6

—

 

1066,5

       

23,84

       

-0,14

       

0,196

        

9

 

720

—

   

843,5

       

24,02

       

+0,08

       

0,064

        

8

 

400

—

   

605

         

24,20

          

0,00

       

0,000

       

13

 

200

—

   

367,5

       

24,39

       

+0,11

       

0,121

       

14450

—

   

123

          

24,57

       

+0,03

       

0,009

      

11410

123,5

       

24,75

       

—0,05

       

0,025

        

9

 

430

375

         

24,93

       

+0,07

       

0,049

       

13

 

010

627,5

       

25,12

       

—0,02

       

0,004

       

10

 

500

882

         

25,30

       

—0,10

       

0,100

       

12

 

800

1147,5

       

25,48

       

4

 

0,02

       

0,004

       

10

 

400

8

 

250 150

         

— —

        

0,572

     

113

 

320

63
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Таблица

   

7.

 

4

Разности

 

уу— [

 

y

 

+

 

Г*

 

(**—*)]

Координата

 

х,

 

мм

о

 

**

■• 20 30 40 50 60 70 80 90 100

100 0,16 —0,42 —0,40 +

 

0,81 —0,37 —0,35 0,47 -0,02 —0,50 0,52

90

 

--0,34 0,28 +

 

0,50 —0,19 +

 

0,23 —0,05 —0,13 —0,32 0,0 —0,08

80

 

--0,34 0,28 +0,50 +

 

0,21 —0,07 +

 

0,45 0,17 —0,52 0,0 +

 

0,02
70

 

--0,34 0,28 +0,20 —0,29 +

 

0,33 +0,05 0,37 0,38 —0,10 —0,48

60

 

Н-0,36 —0,12 +

 

0,20 —0,19 0,53 —0,25 -0,53 0,08 —0,40 +

 

0,52

50

 

--0,34 —0,12 —0,20 —0,19 —0,47 —0,25 0,07 —0,22 +

 

0,40 —0,18

40

 

--0,14 0,58 —0,20 —0,19 +

 

0,33 —0,05 0,07 —0,02 0,0 —0,28
30

 

--0,44 —0,02 +

 

0,30 +

 

0,11 +

 

0,03 +0,35 0,37 0,68 —0,50 +0,32

20

 

-(-0,16 —0,22 +

 

0,40 +

 

0,01 —0,07 +0,25 0,27 —0,02 —0,60 +

 

0,22

10

 

--0,34 —0,12 +

 

0,50 +

 

0,71 —0,47 —0,55 —0,63 —0,12 +0,30 —0,02

Таблица

   

7.

 

5

/

           

~

  

~

         

-

     

V2
Значения

   

\

 

yy-fr+P

 

(xt-x)

 

]

 

J

  

■

 

Ю'

Я

 

2
Координата

 

х,

  

мм

о, -
о

 

**

—

 

S-
10

   

20 30 40 50 60 70 80 90 100

100 256 1764 1600 6

 

561 1369 1225 2

 

209 4 2

 

500 2

 

207

90 1

 

156 784 2

 

500 361 529 25 169 1024 0 64

80 1

 

156 784 2

 

500 441 49 2

 

025 288 2

 

704 0 4

70 1

 

156 784 400 841 1089 25 1369 1444 100 2

 

304

60 1296 144 400 361 2

 

809 625 2

 

809 .

 

64 1600 2

 

704

50 1

 

156 144 400 361 2

 

209 625 49 484 1600 324
40 196 3

 

364 400 361 1089 5 49 4 0 784
30 1936 4 900 121 9 1225 1369 4

 

624 2

 

500 1024

20 256 484 1

 

600 1 49 625 729 4 3

 

600 484

10 1

 

156 144 2

 

500 5

 

041 2

 

209 3

 

025 3

 

969 144 900 4

Суммы9720

  

8400

    

13200

    

14450

    

11410

    

9

 

430

   

13

 

010

 

10

 

500

 

12

 

800

   

10400

Сумма

 

сумм

    

113

 

320
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Пояснения

 

к

 

табл.

 

7.

 

2

 

нужны

 

только

 

для

 

столбца

 

9.

 

В

 

этом

столбце

 

записаны

 

результаты

 

вычислений

 

по

 

формуле

S

    

\3ij-~ -fix,- х)]2

 

.

/=1
Суммирование

 

производится

 

по

 

/,

 

что

 

соответствует

 

коор-

динате

 

z

 

на

 

плитке.

Значения

 

~\

 

+

 

[3

 

(х і —х)

 

для

 

всех

 

x t

 

приведены

 

в

 

столбце

 

6

табл.

 

7.2.

 

Разности

 

#,- ;— [т+

 

§( х і~х )\

 

приводятся

 

во

 

вспомога-

тельной

 

табл.

 

7.4,

 

а

 

квадраты

 

этих

 

разностей,

 

помноженные

на

 

10 4

 

—

 

во

 

вспомогательной

 

табл.

 

7.5.

Вычислим

 

оценки

 

дисперсий

 

р

 

и

 

|

 

по

 

формулам

 

(7.

 

12)

 

и

(7. 13)

 

соответственно:

S

  

(ТЛ-

   

]

 

156 " 10 ' 4

    

-.

  

і

 

4-1П- 6 -
■Ѵф-

    

Ю-8250

       

-

   

1Д

  

Ш

   

'

У(7)=

 

115610о0 " 4

   

=

 

і,2- ю- 3

 

.

Уравнение

 

прямой

 

регрессии

 

будет

 

иметь

 

вид:

у,

 

=24,66+0,0182

 

(х,— 55).

7.

 

6.

  

Использование

 

корреляционного

 

анализа

для

 

обнаружения

 

систематических

 

погрешностей

Наличие

 

корреляции

 

между

 

двумя

 

случайными

 

величинами

указывает

 

на

 

зависимость

 

центра

 

условного

 

распределения

одной

 

величины

 

от

 

другой

 

величины.

 

Степень

 

корреляционной
связи

  

характеризуется

   

коэффициентом

   

корреляции.

о

 

=

 

----------------

 

.

где

 

VXY—

 

второй

 

смешанный

 

момент

 

случайных

 

величин

 

X

 

и

 

Y.
Порядок

 

вычисления

 

его

 

оценки

 

приведен

 

ниже;

°X, a Y

 

—

 

СКО

 

случайных

 

величин

 

X

 

к

 

Г.
Если

 

коэффициент

 

корреляции

 

р^

 

—

 

1,

 

то

 

это

 

означает,

 

что

между

 

величинами

 

X

 

и

 

Y

 

существует

 

линейная

 

зависимость.

Если

   

р

 

=0,

 

то

 

X

 

и

 

Y

 

не

 

коррелированы

 

между

 

собой.
Линия,

 

характеризующая

 

корреляционную

 

зависимость,

 

на-

зывается

 

кривой

 

регрессии.

 

В

 

частном

 

случае

 

она

 

переходит

в

 

прямую.

 

Для

 

вычисления

 

коэффициентов

 

регрессии

 

исполь-

зуют

 

метод

 

наименьших

 

квадратов.

Построение

 

кривой

 

регрессии

 

может

 

быть

 

использовано

 

для

выяснения

 

характера

 

зависимости

 

погрешности

 

от

 

некоторого

аргумента.
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В

 

первом

 

приближении

 

считают,

 

что

 

регрессия

 

У

 

на

 

X

 

ли-

нейна.

 

В

 

этом

 

случае

 

уравнение

   

прямой

   

регрессии

 

имеет

 

вид

Г-М(У)

 

=

 

9

 

■

 

-^

 

■

  

[Х-М(Х)}.
ах

Уравнение

 

прямой

 

регрессии

 

X

 

на

 

Y

 

будет

X

 

-

 

М{Х)

 

=

 

р

  

•

 

J2L

  

■

   

\Y-M{Y)}.
a Y

ay

Угловые

 

коэффициенты

 

прямых

 

регрессии

    

vYjX

 

—

 

?------

    

и
°Х

аХ
$Х\у

 

=

 

Р -----

    

называются

 

коэффициентами

 

регрессии.

Для

 

оценки

 

коэффициентов

 

регрессии

 

сначала

 

проводят

попарные

 

наблюдения

 

(х ь

 

у\),

 

.

 

■

 

.

 

,

 

(х п ,

 

у п )

 

величин

 

X

 

и

 

Y.
Дальнейшие

 

вычисления

 

производят

 

в

 

следующем

 

порядке.

1.

  

Находят

 

средние

 

значения

 

Л'

 

и

 

Y:

1

   

%

          

-

 

_

     

1

   

п

2.

  

Вычисляют

 

две

 

оценки

 

СКО:

5*ѵ

 

=

п

 

1=1

                  

п

 

і=\

Ѵ^}= і {хі ~~х)2 ;

 

s 'i;> = i/"^i (y^ y)2 - (7л5)
3.

 

Вычисляют

 

оценку

 

второго

 

смешанного

 

момента

1

   

п
nV" XY =

 

J_

 

£

    

{х .

 

_

 

Х )

  

.

   

(у

     

у)

  

•

              

(7.16)
я

 

г=1

4.

   

Вычисляют

  

выборочную

   

оценку

  

коэффициента

   

корреля-

ции.

 

Если

 

«>30,

 

то

 

для

 

этого

 

используют

 

формулу

Р

   

=

   

ПЙ----- от:—

     

.

                                   

(7.17)
•J

 

'

 

X

 

-

 

•->

 

"

 

Y

Если

 

/г

 

мало,

 

то

 

полученная

 

по

 

формуле

 

(7.

 

17)

 

оценка

 

р

имеет

 

отрицательное

 

смещение,

 

которое

 

должно

 

быть

 

устра-

нено.

 

Исправленное

 

значение

    

0

 

вычисляют

 

по

  

формуле:

У= ~^Щ=В;\

                        

(7.18)

5.

  

Вычисляют

 

оценки

 

коэффициентов

 

регрессии:

МІ

 

=

 

р

   

s*y

 

;

     

^/y^"p '"5V'''

             

(7Л9)
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6.

 

Находят

 

характеристики

 

рассеивания

 

значений

 

р

 

относи-

тельно

 

р

 

и

 

значений

 

Р

 

относительно

 

(3.

 

Такими

 

характеристи-

ками

 

при

 

распределении

 

величин

 

X

 

и

 

Y,

 

близком

 

к

 

нормаль-

ному,

 

а

 

также

 

при

 

п,

 

достаточно

 

большом,

 

и

 

р

 

не

 

слишком

близким

 

к

 

единице,

 

будут

 

оценки

 

СКО

 

для

 

коэффициента

 

кор-

реляции

(7.20)

для

 

коэффициентов

 

регрессии

S Y

         

1-р2
S >YIX

>Х У

  

п XIY

>Х
^-

 

(7.21)
У

 

п

7.

 

Находят

 

доверительные

 

границы

 

для

 

р

 

и

 

(3:

5 Р

 

<

 

р

 

<

 

р

 

+

 

Щ

 

■

 

S

Рг/л-

 

г9 'Щ

 

У!Х)<

 

?пх<

 

Ѵуіх+

 

z3

 

(Pf/»5

где

   

2 ?

 

—

 

абсцисса

    

нормированной

    

функции

    

Лапласа

    

при

•Ф

 

(z q )

  

=

 

-J-

 

(1—?)

   

(приложение

 

3).

8.

  

Корреляционную

  

связь

  

можно

   

полагать

   

отсутствующей
3^0),

  

если

 

при

 

больших

 

выборках

 

выполняется

 

условие

[р]

  

<

 

z q

 

■

 

S p

 

.

                                         

(7.23)

При

 

малых

 

выборках

 

должно

 

выполняться

 

условие

[P\<ta

 

Л/

   

;1-7а

              

•■

                         

(7.24)
У

       

п-2

где

 

t q

 

— процентная

 

точка

 

распределения

 

Стыодента

 

с

 

числом

степеней

 

свободы

 

k=n — 2

 

(приложение

 

7).

Пример.

 

В

 

результате

 

поверки

 

измерителей

 

малой

 

мощ-

ности

 

сверхвысоких

 

частот

 

типа

 

МЗ-1

 

(ИММ-6)

 

на

 

частоте

200

 

МГц

 

(диапазон

 

50—200

 

МГц)

 

при

 

положении

 

переключа-

теля

 

ослабителя

 

ХІ

 

получено

 

множество

 

значений

 

относитель-

ной

 

погрешности

 

ансамбля

 

приборов

 

МЗ-1,

 

каждое

 

из

 

которых
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соответствует

 

определенному

 

уровню

 

мощности

 

Р 0 б~

 

с.

 

в.

 

ч.,

поступающему

 

от

 

образцового

 

источника

 

с.

 

в.

 

ч.

 

колебаний.
Необходимо

 

определить,

 

имеется

 

ли

 

корреляционная

 

связь

между

 

Р 0 бр

 

и

 

относительной

 

погрешностью

 

измерения

 

мощ-

ности

 

8.

 

Данные

 

85

 

наблюдений

 

приведены

 

в

 

табл.

 

7.

 

б.

 

На
основе

 

этих

 

наблюдений

 

составлена

 

корреляционная

 

табл.

 

7.

 

7.
При

 

этом

 

для

 

облегчения

 

использования

 

приведенных

 

выше

формул

 

погрешность

 

измерения

 

мощности

 

с.

 

в.

 

ч.

 

обозначена
через

 

x h

 

а

 

действительное

 

значение

 

измеряемой

 

мощности

в

 

милливаттах

 

—

 

через

 

у,.

Таблица

   

7.

 

6

Результаты

 

поверки

  

приборов

  

МЗ-1

   

(ИММ-6)

Робр,

 

мВт
1

Робр,

 

мВт ь,% .Робр,

 

мВт 8,96 Робр,

 

мВт з,%

7,7 -5,9 5,9 -4,5 11,8 11,0 8,1 -9,9

9,3 -9,7 9,2 —9,2 7,2 -1,4 7,9 —2,5

10,0 —4,3 6,7 -14,0 6,8 -3,7 7,2 —8,5

10,9 —7,2 7,5 -6,5 9,3 -5,4 9,1 —5,5

7,0 -9,0 8,7 —1,1 10,3 —4,4 8,9 —6,5

8,2 —6,1 7,4 -5,8 6,5 —3,4 8,8 —7,4

7,2 —7,2 7,9 -5,6 10,8 —8,0 9,1 -5,0

11,4 —8,2 10,4 -6,4 10,0 -5,0 8,0 —4,7

7,5 -4,1 3,4 -1,4 8,2 -6,2 9,5 -3,7

4,3 -3,7 2,2 -8,3 2,4 -4,7 2,7 -2,5
2,9 -3,4 2,5 -2,0 1,1 -5,5 1,0 +5,0

2,6 -6,5 0,8 +6,5 9,6 -9,0 9,0 -5,5

9,2 -3,7 10,3 -4,1 6,5 —7,0 8,6 -2,8

9,4 -6,4 8,8 -8,5 9,0 —1,2 9,9 —7,6

9,5 -5,5 10,3 —8,1 4,1 +

 

1,0 1,3 +3,8

6,4 -5,5 10,6 -2,8 11,3 —5,3 4,2 0

6,5 -3,1 10,7 -5,3 6,4 -1,6 4,2 -1,9
2,0 —5,0 11,0 -3,6 6,3 +0,8 4,2 +0,2

2,1 -1,4 10,1 —1,1 10,3 -4,3 9,9 —5,0

10,2 —2,8 6,4 -2,7 4,5 -5,1 2,1 -1,1
11,0 -2,7 10,5 -7,1 10,7 -4,8 10,2 —3,4

10,5 -8,8
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1.

 

Вычислим

 

средние

 

значения

 

х

 

и

 

у

 

в

 

соответствии

 

с

 

фор-
мулами

 

(7.14).

 

Ввиду

 

того,

 

что

 

данные

 

разнесены

 

по

 

интерва-

лам,

 

формулы

 

(7.

 

14)

 

примут

 

вид

-

          

1

                                     

-

х

 

=

 

~лГ.^

    

*іо'Щ

    

,

        

у

 

=

где

 

N

 

—

 

общее

 

число

 

данных;

п,

 

—

 

число

 

данных

 

в

 

г-м

 

интервале;

L

 

—

 

число

 

интервалов;

—г-

   

2j

      

V

 

•

   

•

 

11

 

■
N

 

у=1

   

Уіо

     

j,

X

 

=

У

 

=

3-3+1

 

■5+(-1)-9+(-3)-16+(-5)-25+(-7)-14+(-9).Ц+(-11).2
85

—

  

44

  

•

1-4+3-I0+5-7+7-19+9-23+11-22
85 7,7.

2.

  

Вычислим

 

значения

 

х і0—х

 

и

 

у

 

jo

 

—у,

 

где

 

х і0

 

и

 

і/ ;0

 

—

 

зна-

чения

 

середин

 

интервалов.

 

Результаты

 

вычислений

 

приведены

в

 

табл.

 

7.

 

7.

3.

   

Вычислим

 

оценки

 

СКО

 

S x

 

и

 

5 у ,

 

используя

 

для

 

этого

формулы

 

(7.15).

 

Так

 

как

 

данные

 

разбиты

 

на

 

интервалы,

 

то

формулы

 

(7.

 

15)

 

примут

 

вид:

5*

L

2

   

(-«/о—

 

-*) 2

 

Щ
1=1 S* y

 

=

"I/

     

s

   

( -vsjo —У) 2

 

я;

N

                                         

г

                  

N

Подставив

 

числовые

 

значения,

 

получим

/" 7,Ф-3+5,4*-5+3,4 3 -9+1,4М6+0,б ; -25+2,6 а - 14+4,6 ^- 11+6,6'-

 

2
S *X=

   

} 85

8724
85 3,2

s- r

 

=

 

V 6,7 3 -4+4,7°-10+2,7'-7+0,7М9+1,3:'-23+3,3'-22
85

3,0.

4.

 

Вычислим

 

оценку

 

второго

 

смешанного

 

момента

 

по

 

фор-
муле

 

(7.16),

 

которую

 

ввиду

 

разбиения

 

данных

 

по

 

интервалам

запишем

 

следующим

 

образом:

ДО

 

W)

m *XY

 

=

    

лГ

    

2

       

І- х іо
l,j=l

х)

   

(Уіо

 

-

 

У)

 

■

 

Лц

 

■
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Вычисление

 

облегчает

 

корреляционная

 

таблица

 

7.

 

7,

 

в

 

кото-

рой

 

видны

 

все

 

сочетания

 

разностей

 

(х і0

 

—х)

 

и

 

(у і0

 

— у)

 

и

 

их

число

 

Пу.

Например,

 

в

 

таблице

 

видно,

 

что

 

(х і0 —х)=7Д

 

встречается

три

 

раза

 

с

 

разностью

 

(у і0 — у)

 

= — 6,7;

 

(х і0

 

—л:)=5,4

 

четыре

раза

 

встречается

 

с

 

(у !о

 

—у)

 

= — 2,7

 

и

 

один

 

раз

 

с

 

(у і0

 

—у)

 

=

=—0,7,

 

и

 

т.

 

д.

Составляя

 

сумму

 

всех

 

таких

 

произведений,

 

получим

т*уу=
1

А'У=85
7,4- (-6,7) -З+б^- (-2,7) -4+5,4;

 

(-0,7).

 

1+..

1
85

(-360)

 

=

  

-

 

4,2

 

.

5.

 

Вычислим

 

выборочную

 

оценку

 

коэффициента

 

корреляции

ло

 

формуле

 

(7.

 

17)

-4,2

з,2-:-і,о
-

 

0,44

6.

  

Вычислим

  

выборочные

 

коэффициенты

 

регрессии

 

по

  

фор-
мулам

 

(7.19)

8 у/Х

 

-

PX/Y

0,44

 

•
3,2

3,2

0,41

 

;

0,44

 

•

 

~Т0~=

 

-0,48

 

.

/.

 

Найдем

 

характеристики

 

рассеивания

 

для

  

р

 

и

 

Р

   

п0

 

форму-
лам

 

(7.20)

 

и

 

(7.21):
1-0.44 2

S n

 

=

      

,/— of-

     

=

 

0,087

 

;V

   

85

2,97
S^YIX)

 

=

 

0,087

  

•

   

"^2^

 

=

 

0,081

 

;

S^Xij)

 

=

 

0,087

  

•

   

~і$г

 

=

 

°.°94

 

•

8.

   

Далее,

 

задавшись

 

некоторой

 

доверительной

 

вероят-

ностью

 

а,

 

вычислим

 

доверительные

 

границы

 

для

 

р

 

и

 

В,

 

восполь-

зовавшись

 

для

 

этого

 

формулами

 

(7.22).
9.

   

Проверим

 

реальность

 

корреляционной

 

связи.

 

Для

 

этого

воспользуемся

 

формулой

 

(7. 23) ,

 

приняв

 

уровень

 

значимости

q=2%.

 

Тогда
Ф

 

(z„)

 

=

 

0,49;

    

z q
9

 

S3
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Критическая

 

область

 

для

 

значимости

   

р

 

будет

[Різначимое

  

>

 

2,33-0,0870

 

=

 

0,203.

Учитывая,

 

что

 

0,44>0,203,

 

с

 

вероятностью

 

не

 

менее

 

0,98

можно

 

считать,

 

что

 

корреляцонная

 

связь

 

между

 

измеряемой

мощностью

 

с.

 

в.

 

ч.

 

и

 

погрешностью

 

прибора

 

МЗ-1

 

(ИММ-6)

действительно

 

имеется

 

и,

 

используя

 

коэффициенты

 

Ру^илирх.

 

у

можно

 

построить

 

прямую

 

регрессии,

 

характеризующую

 

зави-

симость

 

погрешности

 

измерения

 

прибором

 

МЗ-1

 

(Y)

 

от

 

уровня

измеряемой

 

мощности

 

(х) :

Y

 

-7,7=

 

-

 

0,414(х /о

 

+

 

4,4).

После

   

преобразования

   

это

   

уравнение

   

может

   

быть

   

представ-

лено

 

в

 

канонической

 

форме:

У=5,88— 0,414* /о .

Следует

 

заметить,

 

что

 

из

 

регрессионной

 

зависимости

 

M[YIx]
нельзя

 

простым

 

алгебраическим

 

преобразованием

 

получить

зависимость

 

М[х/у].

 

Это

 

объясняется

 

тем,

 

что

 

корреляционная

связь

 

не

 

тождественна

 

функциональной.

 

Различия

 

между

 

пря-

мыми

 

регрессии

 

будут

 

тем

 

больше,

 

чем

 

больше

 

рассеивание

экспериментальных

 

данных.

Подробно

 

вопросы

 

корреляционного

 

и

 

регрессионного

 

ана-

лиза

 

изложены

 

в

 

книге

 

С.

 

А.

 

Айвазяна

 

«Статистическое

 

иссле-

дование

 

зависимостей»,

 

«Металлургия»,

  

1968.

7.

 

7.

 

Оценка

 

границ

 

неисключенного

 

остатка

систематической

 

погрешности

Результат

 

наблюдения

 

х ь

 

может

 

быть

 

искажен

 

воздейст-

вием

 

влияющих

 

величин

 

Ѵ ь

 

Ѵ-2 ,

 

.

 

.

 

.

 

,

 

Vj.

 

Изучив

 

влияние

 

каж-

дой

 

из

 

них,

 

можно

 

внести

 

в

 

результат

 

измерения

 

поправки,

согласно

 

п.

 

2.1.

 

Однако

 

полностью

 

освободить

 

результат

 

изме-

рения

 

от

 

систематических

 

погрешностей

 

невозможно.

 

После

внесения

 

поправок

 

остаются

 

неискл юченные

 

остатки

 

система-

тической

 

погрешности,

 

обусловленные

 

каждой

 

влияющей
величиной.

Очевидно,

 

что

 

погрешность

 

результата

 

наблюдения,

 

вызы-

ваемая

 

неисключенными

 

остатками

 

систематических

 

погреш-

ностей,

 

равна

*=*і-.*і 0 =/

 

(А,

 

I/,

 

+Д1/,,

 

Ѵ,+Д1/„

 

. . .

 

,1/,+ДУ,)

 

-

-

 

/

 

(A,

 

Ѵи

 

Ѵ2 ,...,

  

Vj),
іде

 

x t

 

—результат

   

наблюдения,

   

содержащий

   

неисключенные

остатки

 

систематических

 

погрешностей;
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х і0 —

 

результат

   

наблюдения

   

в

   

предположении,

   

что

   

систе-

матические

 

погрешности

 

полностью

 

исключены;

f(Aj

 

V\,

 

Ѵ-2,

 

■

 

■

 

■

 

,Vj) — функция,

 

выражающая

 

зависимость

 

ре-

зультата

  

наблюдения

  

от

 

влияющих

 

величин.

При

 

точных

 

измерениях

 

неисключенные

 

остатки

 

системати-

ческих

 

погрешностей

 

малы.

 

Поэтому

 

для

 

вычисления

 

и

 

можно

воспользоваться

 

рядом

 

Тейлора

J

Й

 

=

 

1

д/
д

 

Ѵь
А

   

Ѵ %

 

+\Я ,

Остаточный

 

член

^

 

~

   

2

 

\

 

д

 

V,
ЬѴ^.-.+^ѵгКѴі

     

-f

 

(А,

  

V,

  

V2 ...Vj)

должен

  

быть

 

примерно

  

на

  

порядок

 

меньше

 

суммы

  

остальных

членов

 

правой

 

части

 

формулы

 

и

 

тогда

 

им

 

можно

 

пренебречь.

Если

 

погрешность

 

определения

 

значения

 

влияющей

 

вели-

чины

 

V k

 

составляет

 

Д

 

Vk ,

 

то

 

обусловленная

 

этим

 

погрешность-

результата

 

наблюдения

 

будет

 

равна

Ь

 

=

 

ъ

 

•

 

Д

 

Ѵ к

 

,

                                      

(7.25)

где

 

f\ k =-K-Y-----коэффициент

 

влияния

 

г'-й

 

влияющей

 

величины.
О

    

1

   

£

При

 

неизвестной

 

зависимости

 

хл

 

=f(A,

 

Ѵ ъ

 

.

 

.

 

.

 

,Ѵ } )

 

коэффи-
циенты

 

влияния

 

определяют

 

экспериментально.

Удобно

 

как

 

неисключенные

 

остатки,

 

так

 

и

 

погрешности

результатов

 

наблюдений

 

выражать

 

в

 

относительных

 

единицах.

Тогда

   

относительная

   

погрешность

   

результата

   

наблюдения

■к

   

я

 

неисключенный

 

остаток

 

определения

 

/С-й

 

влияю-оудет

 

о к =

\Ѵь
Д

 

Ѵ ь
Воспользовав-щей

  

величины

 

в

 

относительной

  

форме

 

о

 

v k —

   

ѵ^

шись

 

только

 

линейной

 

частью

 

ряда

 

Тейлора,

 

можно

 

записать,.

что

} df д

 

ѵ к Ѵь J
^= : ^Ѵ»Ѵ»,

   

(7.26)
ѵ"

       

k=l

i

 

де

 

4
df
0

 

Vk
—І-

 

относительный

 

коэффициент

 

влияния

 

К-я

 

влия-

ющей

 

величины

 

в

 

случае

 

выражения

 

погреш-

ностей

 

в

 

относительной

 

форме.
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Для

 

сокращенности

 

подобные

 

коэффициенты

 

влияния

 

будем
называть

 

относительными.

Погрешность

 

и

 

остается

 

неизменной

 

для

 

одной

 

группы

 

на-

блюдений,

 

но

 

от

 

группы

 

к

 

группе

 

она

 

может

 

изменяться,

 

оста-

ваясь,

 

однако,

 

в

 

пределах

 

границ

 

±Ѳ,,

 

определяемых

 

пределом

погрешности

 

измерения

 

соответствующей

 

влияющей

 

величины.

Для

 

неисключенных

 

остатков

 

систематических

 

погрешностей
принимают

 

равновероятное

 

распределение.

При

 

равновероятном

 

распределении

 

составляющих

 

границу

систематической

 

погрешности

 

результата

 

вычисляют

 

по

 

формуле

ѳ

 

=

 

ftjу.|

 

Ѳ ;2 (7.27)

Значения

    

коэффициента

  

& 2

 

в

   

зависимости

   

от

   

выбранной

доверительной

  

вероятности

  

а

 

приведены

 

в

 

табл.

  

7.

  

8.

Значения

 

коэффициента

   

ky

   

в

 

зависимости

от

 

доверительной

 

вероятности

Таблица

   

7. !

0,90 0,95

0,95 1,1

0,99

1,4

При

 

малом

 

числе

 

слагаемых

 

(л<4)

 

формулу

 

(7.

 

27)

 

можно

применять,

 

если

 

выполняется

 

неравенство

Ѳ

 

<

   

£

    

[0,'j
і=\

(7.28)

Если

 

неравенство

 

(7.

 

28)

 

не

 

выполняется,

 

то

 

границу

 

систе-

матической

 

погрешности

 

результата

 

следует

 

вычислять

 

по

формуле

0
п

S

 

[Ѳ ; ]
/=1

(7.29)

7.

 

8.

 

Оценка

 

систематической

 

погрешности

токовых

 

весов

Принцип

 

действия

 

токовых

 

весов

 

заключается

 

в

 

том,

 

что

сила

 

взаимодействия

 

подвижной

 

и

 

неподвижной

 

катушек

 

при

протекании

 

по

 

их

 

обмоткам

 

электрического

 

тока

 

может

 

быть
уравновешена

 

на

 

весах

 

силой

 

тяжести

 

гири.

 

Тогда

 

измеряемую



силу

 

тока

 

можно

 

определить

 

по

 

формуле

Г

 

т.

 

g

V дМ

          

=

 

]/

  

mg

        

ѣ

          

(7.30)
д

 

Z

                      

F

Здесь

 

in

 

—

 

масса

 

уравновешивающей

 

гири;

q

 

—

 

ускорение

 

силы

 

тяжести;
г,

        

дМ
г

 

=

 

-=гу— производная

 

по

 

вертикальному

 

направлению

 

от

 

вза-

имной

 

индуктивности

 

двух

 

катушек.

 

Она

 

называется

постоянной

 

токовых

 

весов

 

и

 

ее

 

вычисляют

 

по

 

их

геометрическим

 

размерам.

В

 

процессе

 

подготовки

 

и

 

проведения

 

измерения

 

на

 

токовых

весах

 

принимают

 

меры,

 

предусмотренные

 

разделом

 

7.

 

2

 

настоя-

щей

 

рекомендации,

 

позволяющие

 

создать

 

и

 

поддерживать

такие

 

условия

 

наблюдений,

 

чтобы

 

возможности

 

уменьшения

систематических

 

погрешностей

 

были

 

использованы

 

наилучшим

образом.

Однако

 

устранить

 

полностью

 

систематические

 

погрешности

невозможно.

 

В

 

токовых

 

весах

 

остается

 

ряд

 

неисключенных

остатков

 

систематических

 

погрешностей.

 

Сюда

 

относится

 

оста-

точная

 

погрешность

 

от

 

влияния

 

поля

 

контура,

 

подводящего

 

ток

к

 

подвижному

 

соленоиду,

 

и

 

от

 

переменных

 

внешних

 

магнитных

полей.

 

Относительное

 

значение

 

этой

 

погрешности,

 

определяемое

экспериментально,

   

не

   

превышает

 

8

 

I

 

(Я)

 

<J2

 

•

 

Ю -6,

Остальные

 

неисключенные

 

составляющие

 

систематической
погрешности

 

находят

 

с

 

учетом

 

формулы

 

(7.26).

Как

 

известно,

 

все

 

величины,

 

входящие

 

в

 

уравнение

 

(7. 30) ,

измерены

 

или

 

вычислены

 

с

 

некоторой

 

погрешностью,

 

которая

задана

 

только

 

предельным

 

значением

 

относительной

 

погреш-

ности.

 

Для

 

вычисления

 

относительной

 

погрешности

 

измерения

тока

 

находят

 

по

 

соответствующим

 

параметрам

 

все

 

коэффициен-
ты

 

влияния

 

т)

 

как

 

частные

 

производные

 

зависимости,

 

опреде-

ленной

 

формулой

 

(7.30).

ді

  

_

    

!

   

Л/~~І

                      

d

 

/

 

_ ,

   

1

   

-i

 

/"
'~

   

дт~~

   

2

   

V

    

F-m

        

'

    

\~

    

d.g

        

2

   

V

(7.3Г
ді

^

 

=

 

тг

 

=

 

ту -ji—



Соответствующие

 

составляющие

 

относительной

 

погрешности,

согласно

 

формуле

 

(7.26),

 

будут

J_

Ы(т)

 

=

 

^^

 

=

 

—
У F-m

•

 

Д

 

т.

•

 

Д
8

 

/

 

"(g)

 

.-.=

 

!£

 

J

 

=

I

Ут

т

 

g

1

        

Д/и

8

 

7(F)
V

 

•

 

4F

I ____ 1

 

_

 

J_

   

As.
2

F
g

F

            

_

        

1

    

Д

 

F

~

   

2

      

F

(7.32)

Предельная

   

относительная

   

погрешность

    

измерения

   

массы

уравновешивающего

 

груза

 

т

 

равна

-А^?_

 

=

 

1,25-

 

Ю- 6 ,

а

 

ускорения

 

силы

 

тяжести

 

q

 

равна

bg
=

 

4-Ю- 6 .

Погрешность

 

постоянной

 

токовых

 

весов

 

в

 

свою

 

очередь

 

вы-

зывается

 

рядом

 

причин,

 

влияние

 

которых

 

определеяют

 

анало-

гично.

 

Так

 

как

 

формула

 

для

 

вычисления

 

этой

 

постоянной

 

F

довольно

 

сложна,

 

то

 

она

 

здесь

 

не

 

приводится,

 

а

 

вместо

 

этого

в

 

табл.

 

7.

 

9

 

даны

 

вычисленные

 

составляющие

 

погрешности

постоянной

 

(предельные

 

значения).

Таблица

   

7.

 

9
Составляющие

  

погрешности

   

постоянной

  

токовых

  

весов

Погрешность
Источник

 

погрешности
обозначение &F--106

1 2 3

Неточность

 

измерения

 

радиальных

 

размеров:

неподвижного

 

соленоида

 

.

   

.

   

. 5

 

F

 

(г„)

В

 

F

 

(/-щ

 

)

о

 

F

 

(г, п

 

)

3

3

2

первого

 

подвижного

 

соленоида

второго

 

подвижного

 

соленоида

 

....



1 2 3

Погрешность

 

измерения

 

осевых

 

размеров:

неподвижного

 

соленоида ......... 8

 

F

 

(/„)
5

 

F

 

(1 1П

 

)

8

 

F

 

(/ З п

 

)

Ь

 

F

 

(Ц)

2

первого

 

подвижного

 

соленоида

    

.....

второго

 

подвижного

 

соленоида .....

Отклонение

 

соленоидов

 

от

 

цилиндрической

 

фор-
мы

    

. ..................

1,3
0,7

2

Остаточную

 

систематическую

 

погрешность

 

результата

 

изме-

рений

 

вычисляют

 

по

 

формуле

 

(7.27),

 

положив

 

а=0,99.т.

 

е.

k t

 

=1,4:

3/

 

=

 

l,4l/[S/(tf)]2

 

+

 

[8/( m )]2

 

+

 

[3/(g-)p +

    

S

 

[8У /

 

{F)f

 

,

V

                                                                         

j=\
где

'~+bI\F(l H W+oI\F(l m W+bI[F(l 2n )Y+bI[F(n)f.

Подставив

 

числовые

 

значения,

 

получим

8/

 

=

 

1,4-10- 61/1 2

 

+0.62 2

 

+2 2

 

+1,52

 

+

 

1 ) 5 2 +1 2 '+1 2

 

+0,72

 

+

+0,35-

 

+1 2 =1,4-10- 6 ]/ТзХ^

 

5,2 -Ю- 6 .

8.

   

МАКСИМАЛЬНОЕ

   

ЧИСЛО

   

НАБЛЮДЕНИЙ.

НАПИСАНИЕ

  

РЕЗУЛЬТАТА

   

ИЗМЕРЕНИЯ

8.

 

1.

 

Максимальное

 

число

 

наблюдений

Характеристиками

 

точности

 

результата

 

измерения

 

являются

систематические

 

и

 

случайные

 

погрешности.

Систематическими

 

погрешностями

 

можно

 

пренебречь

 

по

сравнению

 

со

 

случайными,

 

если

-4=-

 

<

 

0-8

                                  

(8.1)

где

  

Ѳ

 

—

 

оценка

  

границ

 

суммы

  

неисключенных

 

остатков

  

систе-

матических

 

погрешностей;
Sj — оценка

 

СКО

 

среднего

 

арифметического.

В

 

том

 

случае,

 

если

ф

 

>

 

8

                         

(в- 2 )
X
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можно

 

пренебречь

 

случайными

 

погрешностями

 

и

 

точность

результата

 

измерений

 

характеризовать

 

лишь

 

систематической
погрешностью.

Увеличивать

 

число

 

наблюдений

 

целесообразно

 

до

 

тех

 

пор,

пока

 

доверительная

 

погрешность

 

измерения

 

не

 

будет

 

опреде-

ляться

 

только

 

систематической

 

погрешностью.

Так

 

как

 

S- =

 

—=,то

 

из

 

неравенства

   

(8.2)

  

находят

 

макси-
Л

      

у

 

п

мальное

 

число

 

наблюдений

 

я макс

6+

 

•п макс Ѳ (8.3)

8.

 

2.

  

Написание

 

результата

 

измерения

Результат

 

измерения

 

должен

 

содержать

 

значение

 

измеряе-

мой

 

величины

 

и

 

характеристики

 

точности

 

этого

 

значения.

Если

 

в

 

дальнейшем

 

предполагается

 

исследование

 

и

 

сопо-

ставление

 

результатов

 

измерений

 

с

 

последующим

 

анализом

погрешностей,

 

то

 

в

 

этом

 

случае

 

указывают"

 

отдельно

 

значе-

ния

 

х,

 

0,Sjh

 

п,

 

где

 

х

 

—

 

результат

 

измерения;

 

п

 

—

 

число

 

на-

блюдений,

 

выполненных

 

при

 

измерении.

Доверительная

 

вероятность,

 

с

 

которой

 

определена

 

граница

суммы

 

неисключенных

 

остатков

 

систематических

 

погрешностей,
должна

 

быть

 

указана

 

десятичной

 

дробью

 

в

 

скобках

 

вслед

 

за

значением

   

Ѳ.
Если

 

значение

 

Ѳ

 

указано

 

без

 

доверительной

 

вероятности,

то

 

это

 

означает,

 

что

 

граница

 

неисключенных

 

остатков

 

система-

тических

 

погрешностей

 

определена

 

нестатистическими

 

мето-

дами.

В

 

тех

 

случаях,

 

когда

 

нужно

 

указать

 

доверительную

 

погреш-

ность

 

результата

 

измерения,

 

его

 

представляют

 

в

 

виде

х

 

+

 

А.

                                                 

(8.4)

Доверительная

 

вероятность,

 

с

 

которой

 

определена

 

граница

общей

 

погрешности

 

результата

 

измерения,

 

должна

 

быть

 

ука-

зана

 

десятичной

 

дробью

 

в

 

скобках

 

вслед

 

за

 

значением

 

А.

В

 

случае

 

выполнения

 

неравенства

 

(8.

 

1)

 

неисключенными

остатками

 

систематических

 

погрешностей

 

пренебрегают

 

по

сравнению

 

со

 

случайными

 

погрешностями

 

и

Д

 

=

 

(t q )-x

 

■

 

S-

 

,

                                           

(8.5)

где

     

(tq) — ^-процентная

   

точка

   

распределения

   

средних

   

ариф-
метических.

В

 

случае

 

выполнения

 

неравенства

 

(8. 2)

 

точность

 

результата

характеризуется

  

только

  

систематической

   

погрешностью

д

 

=

 

ѳ -

                                          

(8.6)
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Доверительную

 

вероятность,

   

принятую

   

при

   

вычислении

 

Ѳ
указывают

 

в

 

скобках

 

вслед

 

за

 

ее

 

значением.

В

 

промежуточных

 

случаях,

 

когда

 

неравенства

 

(8.1)

 

и

 

(8.2)

не

 

выполняются,

 

для

 

нахождения

 

погрешности

 

результата

 

из-

мерения

 

нужно

 

построить

 

композицию

 

распределений

 

случай-

ных

 

погрешностей

 

и

 

неисключенных

 

остатков

 

систематических
погрешностей.

Вычислить

 

результирующую

 

погрешность

 

можно

 

также

 

по

формуле

Л

 

=

  

Vqh

  

■

   

5 S

 

,

                                  

(8_ 7)

—

 

коэффициент,

 

соответствующий

 

q -ыу

 

уровню

 

зна-

чимости

 

композиции

 

распределений' случайных

 

по-

грешностей

 

и

 

неисключенных

 

остатков

 

системати-

ческих

 

погрешностей;

S s

 

— оценка

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

ком-

позиции

 

случайных

 

погрешностей

 

и

 

неисключенных

остатков

 

систематических

 

погрешностей.

Значение

 

5ѵ

 

вычисляют

 

но

 

формуле

(8.8)

где

  

(t q ).

s s =Y

 

Sh

 

+

 

S*
где

 

S x —

 

оценка

  

СКО

 

среднего

  

арифметического;

5

 

а

 

—оценка

  

СКО

 

суммы

 

неисключенных

 

остатков

  

систе-

матических

 

погрешностей.

Значение

 

S§

 

вычисляют

 

по

 

формуле

5 &

 

=

і-й

 

системати-

п

і=1
где

 

S»;

 

— оценка

 

СКО

 

неисключенных

 

остатков

ческой

 

погрешности.

Полагая

      

что

     

последние

     

распределены

     

равновероятно

(см.

 

п.

 

7.

 

7),

 

6 а

    

вычисляют

 

по

 

формуле

о

      

__

        

®(
"->&■ ---------7===

       

■

1

    

V

 

з

Значение

   

(t q )v

   

вычисляют

 

по

 

эмпирической

 

формуле*

_

   

(',)&

 

•

 

5»

 

+

 

(tg)-

 

.

 

sj
(t q h

 

=

 

~ S$

 

+

 

SJ (8.9)

*

 

Применение

 

эмпирической

 

формулы

 

(8.9)

 

для

 

вычисления

 

(/„) S

 

сопро-

вождается

 

погрешностью,

 

не

 

превышающей

 

12%,

 

которая

 

имеет

 

место

 

при

композиции

   

равновероятного

   

и

   

нормального

   

распределений

   

при

   

А

 

=2

   

и

■

 

СКО

 

нормального■

 

-0,99

 

(Ѳ

 

—

 

граница

 

равновероятного

 

распределения

   

<

распределения) ,

ргаѵ П °

  

ме Р е

 

тог °

  

как

 

распределение

  

неисключенных

  

остатков

 

систематиче-

Sm^STZScT^

 

К

 

■f"*^'

 

погрешность

 

приближенной

6*

 

Зак.

 

4102



где

 

(t q h

 

-

 

^-процентная

  

точка

   

распределения

   

композиции

   

не-

исключенных

    

остатков

    

систематических

    

погреш-

ностей.
При

 

числе

 

составляющих

 

остатков

 

систематических

 

погреш-

ностей

   

более

 

трех

   

и

 

если

   

нет

 

доминирующей

   

составляющей
произведение

 

(tq)§'S$

 

вычисляют

 

по

 

формуле

(tq h-S^

 

=

 

k^

 

■

   

V

 

S

    

Ѳ г 2

    

,

                     

(8.10)
і=1

где

 

Ѳ ;

 

—

 

граница

   

1-й

   

составляющей

    

систематических

    

погреш-

ностей;

&Е — коэффициент,

 

соответствующий

 

выбранной

 

доверитель-

ной

 

вероятности

 

(см.

 

п.

 

7. 7) .

В

   

случае

   

невыполнения

   

неравенства

   

(7. 28) ,

   

произведение

вычисляют

 

по

 

формуле

Пример.

 

Обработка

 

наблюдений,

 

полученных

 

при

 

калиб-
ровке

 

образцовой

 

многогранной

 

призмы,

 

дала

 

следующие

результаты

 

для

 

отклонения

 

одного

 

из

 

углов

 

от

 

номинального

значения:

 

*=1,98";

 

S~=0,05";

    

Ѳ=0,03";

 

«=,20.

х

             

Ѳ

     

0,03

   

nc ^ AO

Іак

 

KaK^==0-Qg-=0,b<0,8,

 

то

 

результат

 

измерения

 

может

 

быть

представлен

 

в

 

виде:

1)х=1,98;

    

5j=0,05;

     

п=20
или

2)

 

Л=1,98±0,10(0,95).

Последнее

 

означает,

 

что

 

с

 

вероятностью

 

0,95

 

истинное

 

зна-

чение

 

измеряемой

 

величины

 

лежит

 

в

 

доверительном

 

интервале

[1,98"— 0,10";

 

1,98"+0,10"].

Погрешность

 

4

 

=

 

±0,10"

 

вычислена

 

следующим

 

образом.

При

 

а =0,95

 

из

 

приложения

 

7

 

находим

 

Z^ 0 , 05 =2,09

 

и

 

tutK -S~x

 

—

=

 

2,09 -0,05"^

 

0,10".

Если

 

в

 

приведенном

 

примере

 

границы

 

неисключенного

остатка

 

систематических

 

погрешностей

 

были

 

бы

 

больше,

 

напри-

мер

 

0=0,17",

 

то

 

запись

 

результата

 

должка

 

быть

 

иной.

Так

 

как

 

^—

 

=

   

Q '05

    

=

 

3,4

 

>

 

0,8,

 

то

1)

 

х=1,98";

   

Ѳ

 

=0, 17";

 

51

 

=

 

0,05";

 

«=20
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или

2)

 

Л

 

=

 

1,98"±0,20"

 

(0,95).

Погрешность

 

д=±0,20"

 

вычислена

 

следующим

 

образом.

Приа=0,95

 

из

 

приложения

 

7

 

находим

 

^ 0 п-,=2,09

 

и

 

t00i -S^=
=

 

0,10".

Поскольку

 

граница

 

неисключенных

 

остатков

 

систематиче-

ских

 

погрешностей

 

определена

 

нестатистическими

 

методами,

то,

 

предполагая,

 

что

 

в

 

границах

 

±Ѳ

 

погрешность

 

распределена

равновероятно,

 

и,

 

принимая

 

(^)д . -5д.

 

=Ѳ, по

 

формулам

 

(8.7),

(8.

 

8) ,

 

(8.

 

9)

 

вычисляют:

,,

 

ѵ

           

0,17+0,10

      

1

   

0,27

        

1

    

„

1

 

q 'Z

        

ops

 

4-

  

°'17

    

~

   

°'15

      

"

          

'
'

          

1,73

52

 

=

 

/"0,00,25+0,01

    

=

 

0,11"

 

;

Д

 

=

 

1,80-0,11

  

=

 

0,20"

 

.

ОБОСНОВАНИЕ

   

НАИБОЛЕЕ

   

ВАЖНЫХ

ПОЛОЖЕНИЙ

  

РЕКОМЕНДАЦИИ

В

 

метрологии

 

давно

 

назрела

 

необходимость

 

унификации
методов

 

обработки

 

результатов

 

наблюдений.

 

Эта

 

потребность
обусловлена

 

тем,

 

что

 

использование

 

разных

 

методов

 

в

 

ряде

случаев

 

приводит

 

к

 

несравнимым

 

результатам.

Публикуемая

 

рекомендация

 

относится

 

к

 

широко

 

распрост-

раненному

 

виду

 

измерений

 

— к

 

прямым

 

измерениям

 

и

 

поэтому

должна

 

в

 

известной

 

мере

 

удовлетворить

 

названную

 

потреб-
ность.

Методика

 

математической

 

обработки

 

экспериментальных

данных

 

зависит

 

от

 

их

 

распределения.

 

Наиболее

 

полно

 

строгие

математические

 

методы

 

разработаны

 

применительно

 

к

 

нор-

мальному

 

распределению,

 

которым,

 

как

 

известно,

 

можно

 

удов-

летворительно

 

аппроксимировать

 

распределения

 

наблюдений
в

 

большинстве

 

случаев

 

практических

 

измерений.

 

В

 

связи

 

с

 

этим

рекомендация

 

составлена

 

применительно

 

к

 

случаю

 

нормального

распределения

 

наблюдений.

 

Однако

 

гипотеза

 

о

 

том,

 

что

 

наблю-
дения

 

имеют

 

нормальное

 

распределение,

 

должна

 

быть

 

прове-

рена,

 

и

 

для

 

этого

 

в

 

рекомендации

 

предусмотрены

 

соответствую-

щие

 

методы.

Ниже

 

приведены

 

обоснования

 

наиболее

 

важных

 

положений
рекомендации.
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Результат

 

измерения

 

и

 

характеристики

 

его

точности.

 

В

 

качестве

 

результата

 

измерения

 

принято

 

сред-

нее

 

арифметическое

 

данных

 

наблюдений,

 

вычисленное

 

после

внесения

 

поправок

 

на

 

систематические

 

погрешности.

Среднее

 

арифметическое

 

является

 

не

 

только

 

состоятельной
и

 

несмещенной,

 

но

 

и

 

эффективной

 

оценкой

 

измеряемой

 

вели-

чины

 

при

 

нормальном

 

распределении

 

данных

 

наблюдений;

 

при

некоторых

 

других

 

распределениях

 

для

 

этой

 

цели

 

известны

более

 

эффективные

 

оценки.

 

Однако,

 

как

 

уже

 

отмечено,

 

в

 

боль-
шинстве

 

случаев

 

распределения

 

наблюдений

 

удовлетворительно

аппроксимируются

 

нормальным

 

распределением,

 

поэтому

 

опти-

мальные

 

оценки

 

для

 

других

 

видов

 

распределений

 

в

 

рекоменда-

ции

 

не

 

рассмотрены.

Точность

 

результата

 

характеризуют,

 

границы

 

неисключенно-

го

 

остатка

 

систематических

 

погрешностей

 

и

 

среднее

 

квадрати-

ческое

 

отклонение

 

среднего

 

арифметического.

 

Наряду

 

с

 

раз-

дельным

 

указанием

 

этих

 

оценок

 

предусмотрена

 

возможность

вычисления

  

общей

  

оценки

  

погрешности

  

результата.

Поскольку

 

вычисления,

 

еще

 

часто

 

выполняемые

 

без

 

помощи

вычислительных

 

машин,

 

при

 

большом

 

числе

 

наблюдений

 

бы-
вают

 

трудоемки,

 

некоторое

 

внимание

 

уделено

 

рациональной
организации

 

этой

 

работы.

 

В

 

основу

 

положена

 

методика

 

стати-

стической

 

обработки

 

эмпирических

 

данных,

 

изложенная

 

в

РТМ

 

44— 62,

 

в

 

которую

 

внесены

 

дополнения,

 

учитывающие

специфику

 

задачи.

 

В

 

частности,

 

предусмотрена

 

проверка

 

пра-

вильности

 

каждого

 

этапа

 

вычислений.

 

Кроме

 

того,

 

приведены

правила

 

округления

 

при

 

вычислениях

 

и

 

записи

 

результатов.

Проверка

 

гипотезы

 

о

 

нормальности

 

распре-

деления

 

данных

 

наблюдений.

 

При

 

числе

 

данных,

превышающих

 

50,

 

для

 

этой

 

цели

 

рекомендован

 

известный

 

кри-

терий

 

х 2

 

К.

 

Пирсона.

 

Предпочтение

 

этому

 

критерию

 

отдано

как

 

наиболее

 

удачно

 

сочетающему

 

простоту

 

вычислений

 

с

 

на-

дежностью

 

результатов.

При

 

малом

 

числе

 

наблюдений

 

(10<я<50)

 

рекомендуется

проверка

 

по

 

следующим

 

признакам:

а)

   

отношение

 

среднего

 

арифметического

 

модулей

 

отклоне-

ний

 

наблюдений

 

от

 

среднего

 

арифметического

 

наблюдений
к

 

оценке

 

их

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

не

 

должно

превышать

 

некоторых

 

значений,

 

зависящих

 

от

 

числа

 

наблюде-
ний

 

и

 

выбранного

 

уровня

 

значимости;

б)

   

число

 

наблюдений,

 

отклонение

 

которых

 

от

 

их

 

среднего

арифметического

 

значения

 

превышает

 

некоторый

 

уровень,

 

опре-

деляемый

 

нормальным

 

распределением

 

и

 

выбранной

 

довери-

тельной

 

вероятностью,

 

не

 

должно

 

быть

 

больше

 

одного

 

при

10<я<.20

 

и

 

более

 

двух,

 

если

 

20<п<50.
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Статистическая

 

таблица

 

для

 

проверки

 

по

 

первому

 

признаку

заимствована

 

из

 

работы

 

[1].

 

По

 

второму

 

признаку

 

гипотеза

проверяется

 

с

 

помощью

 

вспомогательной

 

таблицы,

 

рассчитан-

ной

 

по

 

формуле,

 

выведенной

 

А.

 

М.

 

Каганом

 

и

 

приведенной

в

 

рекомендации.

 

Формула

 

позволила

 

вычислить

 

квантили

 

этого

распределения

 

по

 

имеющемуся

 

числу

 

данных

 

наблюдений

 

и

допускаемому

 

выходу

 

за

 

эти

 

границы.

Уровень

 

значимости

 

решения,

 

принимаемого

 

по

 

этим

 

двум

признакам,

 

во

 

всяком

 

случае

 

не

 

меньше

 

суммы

 

уровней

 

значи-

мости

 

результатов

 

проверки

 

по

 

каждому

 

из

 

признаков.

Нужно

 

отметить,

 

что

 

изложенная

 

методика

 

представляет

собой

 

развитие

 

метода

 

Н.

 

И.Идельсона

 

[10].

Построение

 

доверительных

 

интервалов.

 

До-
верительные

 

интервалы

 

строят

 

для

 

неслучайных

 

величин,

 

зна-

чения

 

которых

 

неизвестны.

 

Такими

 

величинами

 

в

 

нашем

 

случае

являются

 

истинное

 

значение

 

измеряемой

 

величины

 

и

 

средние

квадратические

 

отклонения

 

наблюдений

 

и

 

среднего

 

арифмети-
ческого.

Поскольку

 

ответственность

 

различных

 

измерений

 

может

быть

 

существенно

 

разной,

 

в

 

общем

 

случае

 

разными

 

должны

быть

 

и

 

значения

 

доверительной

 

вероятности,

 

принимаемые

 

при

оценке

 

точности

 

результатов

 

этих

 

измерений.

 

Однако

 

примени-

тельно

 

к

 

наиболее

 

точным

 

измерениям,

 

выполняемым

 

при

 

мет-

рологических

 

исследованиях,

 

возможна

 

некоторая

 

унификация
этих

 

значений.

 

С

 

этой

 

целью

 

в

 

табл.

 

7.8,

 

а

 

также

 

в

 

примерах

в

 

рекомендации

 

использован

 

ограниченный

 

ряд

 

значений

 

дове-

рительной

 

вероятности:

 

0,90;

 

0,95

 

и

 

0,99.

При

 

этом

 

для

 

доверительных

 

интервалов

 

для

 

истинных

 

зна-

чений

 

измеряемых

 

величин

 

целесообразны,

 

в

 

зависимости

 

от

области

 

метрологии,

 

а

 

=0,99

 

или

 

а

 

=0,95;

 

для

 

доверительных

интервалов

 

для

 

средних

 

квадратических

 

отклонений:

 

а

 

=0,90
или

 

а

 

=0,95.

После

 

накопления

 

данных

 

о

 

применении

 

рекомендации

 

мож-

но

 

рассчитывать

 

сделать

 

следующий

 

шаг

 

по

 

унификации

 

дове-

рительных

 

вероятностей

  

для

  

каждой

 

из

  

областей

  

метрологии.

Иногда

 

по

 

полученным

 

экспериментальным

 

данным

 

нужно

оценить

 

границы,

 

в

 

которых

 

могут

 

находиться

 

последующие

наблюдения.

 

Эти

 

границы

 

определяют

 

так

 

называемый

 

толе-

рантный

 

интервал,

 

т.

 

е.

 

интервал,

 

накрывающий

 

с

 

заданной
вероятностью

 

заданную

 

долю

 

реализаций

 

случайной

 

величины.

Для

 

решения

 

этой

 

задачи

 

в

 

рекомендации

 

приведена

 

таблица
из

 

РТМ44-62

 

и

 

расчетная

 

формула

 

из

 

работы

 

[7].
Проверка

 

однородности

 

групп

 

наблюдений.
Наряду

 

с

 

простейшим

 

случаем,

 

когда

 

при

 

измерении

 

получают
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одну

 

группу

 

наблюдений,

 

иногда

 

в

 

метрологической

 

практике

для

 

получения

 

большей

 

достоверности

 

результатов

 

измерения

выполняют

 

в

 

несколько

 

этапов,

 

проводимых

 

в

 

разное

 

время.

Каждый

 

этап

 

дает

 

группу

 

наблюдений.

 

Методика

 

вычисления

результатов

 

по

 

данным

 

всех

 

групп

 

зависит

 

от

 

того,

 

равнорас-

сеянные

 

эти

 

группы

 

или

 

неравнорассеянные.

 

Результат

 

изме-

рения

 

в

 

целом

 

можно

 

считать

 

надежным

 

лишь

 

тогда,

 

когда

оценки

 

средних

 

арифметических

 

групп,

 

а

 

также

 

оценки

 

средних

квадратических

 

отклонений

 

наблюдений

 

этих

 

групп

 

несущест-

венно

 

(в

 

статистическом

 

смысле)

 

отличаются

 

друг

 

от

 

друга.

В

 

этом

 

случае

 

группы

 

наблюдений

 

можно

 

назвать

 

устойчивыми
или

 

статистически

 

подконтрольными.

Статистическую

 

подконтрольность

 

проверяют

 

при

 

помощи

дисперсионного

 

анализа

 

Фишера,

 

критериев

 

Бартлетта

 

и

 

Аббе.
Встречаются

 

также

 

случаи,

 

когда

 

необходимо

 

сравнить

 

ре-

зультаты

 

измерений,

 

выполненных

 

в

 

различных

 

местах

 

и

 

раз-
ными

 

методами

 

и

 

средствами.

 

Эта

 

задача

 

возникает

 

при

 

опре-

делении

 

совместимости

 

результатов

 

измерений

 

и

 

выявлении

присущих

 

им

 

систематических

 

погрешностей.

 

В

 

рекомендации

предусмотрены

 

методы

 

решения

 

этой

 

задачи.

Вычисление

 

результата

 

измерения

 

и

 

харак-

теристик

 

его

 

точности

 

по

 

данным

 

нескольких

групп.

 

В

 

рекомендации

 

показано,

 

как

 

найти

 

результат

 

изме-

рения

 

и

 

оценку

 

его

 

дисперсии

 

для

 

равнорассеянных

 

и

 

неравно-

рассеянных

 

групп

 

наблюдений.

 

Особенность

 

формул,

 

рекомен-

дуемых

 

для

 

оценки

 

дисперсии

 

взвешенного

 

среднего,

 

состоит

в

 

том,

 

что

 

они

 

содержат

 

в

 

себе

 

члены,

 

зависящие

 

и

 

от

 

рассеи-

вания

 

средних

 

арифметических

 

групп.

Систематические

 

погрешности.

 

Обнаружение

 

и

устранение

 

систематических

 

погрешностей

 

обычно

 

составляет

основные

 

трудности

 

в

 

работе

 

метрологов.

 

Этому

 

вопросу

 

в

 

ре-

комендации

 

уделено

 

большое

 

внимание.

Классификация

 

систематических

 

погрешностей

 

и

 

общие

 

мето-

ды

 

их

 

устранения

 

приведены

 

в

 

основном

 

по

 

М.

 

Ф.Маликову

 

[6].
Кроме

 

того,

 

рассмотрены

 

случаи,

 

когда

 

систематические

 

по-

грешности

 

можно

 

обнаружить

 

с

 

помоаіыо

 

регрессионного

 

или

корреляционного

 

анализов,

 

а

 

также

 

уменьшить

 

путем

 

уравно-

вешивания

 

результатов

 

с

 

помощью

 

метода

 

наименьших

 

квад-

ратов.

После

 

того

 

как

 

систематические

 

погрешности

 

оценены

 

и

 

на

них

 

выведены

 

поправки,

 

остаются

 

неисключеиные

 

их

 

остатки.

В

 

метрологической

 

практике

 

принято

 

считать,

 

что

 

остатки

систематических

 

погрешностей

 

имеют

 

равновероятное

 

распре-

деление

 

[11].

 

Исходя

 

из

 

этого

 

постулата,

 

іраницы

 

систематиче-
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скои

 

погрешности

 

результата

 

измерения

 

можно

 

оценить,

 

поль-

зуясь

 

формулой

Ѳ=/г 5

 

у

   

£

    

Ѳ г 2

 

,

і=\

где

   

Ѳ

 

—

 

граница

     

систематической

     

погрешности

     

результата

измерения;

/гѵ

 

—

 

коэффициент,

 

зависящий

 

от

 

принятой

 

для

 

оценки

 

си-

стематической

    

погрешности

    

доверительной

    

вероят-

ности

 

а.

Ѳ ; — граница

 

остатка

 

г'-й

 

систематической

 

погрешности.

Значения

 

коэффициента

 

k-y

 

приведены

 

в

 

помещенной

 

ниже

таблице,

 

обоснование

 

которой

 

приведено

 

в

 

статье

 

[12].

Число Значение

 

коэффициента

 

ky

слагаемых
п

при

 

доверительной

 

вероятности

0,90 0,95 0,99 0,9973

2 0,97 1,10 1,27 1,34

3 0,96 1,12 1,37 1,50

4 X* 1,12 1,41 1,53

5 X* — 1,42 1,61

6 х
~

1,64

со

     

; 0,95 1,13 1,49 1,73

*)В

 

связи

 

с

 

медленным

 

изменением

 

коэффициента

 

kv

 

ег0

 

значение

 

не

было

 

вычислено.

Данные

 

таблицы

 

показывают,

 

что

 

коэффициент

 

k^

 

зависит

от

 

доверительной

 

вероятности,

 

но

 

на

 

него

 

мало

 

влияет

 

число

слагаемых.

 

Для

 

рассматриваемой

 

задачи

 

доверительную

 

вероят-

ность

 

вряд

 

ли

 

следует

 

принимать

 

большей

 

0,99.

 

При

 

этом

с

 

погрешностью,

 

не

 

превышающей

 

10%,

 

коэффициенту

 

& s

можно

 

придать

 

фиксированные

 

значения,

 

зависящие

 

лишь

 

от

доверительной

 

вероятности.

 

Эти

 

значения

 

коэффициента

 

для

наиболее

 

употребительных

 

уровней

 

доверительной

 

вероятности

приведены

 

в

 

табл.

 

7.

 

8
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Точность

 

результата

 

измерения.

 

Помимо

 

гра-

ниц

 

систематической

 

погрешности

 

результата

 

и

 

характеристик

его

 

случайной

 

погрешности,

 

во

 

многих

 

практических

 

задачах

встречается

 

необходимость

 

указать

 

общую

 

погрешность

 

резуль-

тата

 

измерения.

Результат

 

каждого

 

измерения

 

можно

 

рассматривать

 

как

один

 

из

 

членов

 

множества

 

аналогичных

 

результатов,

 

которые

могли

 

быть

 

получены

 

при

 

сохранении

 

метода

 

и

 

условий

 

изме-

рения,

 

но

 

при

 

использовании

 

различных

 

средств

 

измерений
номинально

 

той

 

же

 

точности.

 

Систематическая

 

погрешность

каждого

 

результата

 

совокупности

 

таких

 

измерений

 

является

случайной

 

величиной.

 

Поэтому

 

общую

 

погрешность

 

результата

можно

 

вычислить

 

как

 

границу

 

доверительного

 

интервала

 

ком-

позиции

 

распределений

 

систематических

 

и

 

случайных

 

погреш-

ностей.

 

Для

 

полученной

 

таким

 

образом

 

общей

 

погрешности

результата

 

измерения

 

в

 

рекомендации

 

в

 

соответствии

 

с

 

ГОСТ
16263-70

 

«Метрология.

 

Термины

 

и

 

определения»

 

принят

 

термин

«доверительная

 

погрешность

 

результата

 

измерения».

Доверительную

 

погрешность

 

результата

 

измерения

 

можно

вычислить

 

по

 

формуле

где

 

(^)ѵ

 

—

 

коэффициент,

 

соответствующий

 

^-процентному

 

уров-

ню

 

для

 

композиции

 

указанных

 

распределений;

Sj — оценка

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

суммы

случайных

 

и

 

остатка

 

систематических

 

погрешностей.

Оценку

 

Sj

 

находят

 

по

 

формуле

где

 

S$

 

—

 

оценка

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

суммы

неисключенных

 

остатков

 

систематических

 

погрешнг».

стей:

5» У
п

-

 

£

S x- •оценка

 

среднего

 

квадратического

 

отклонения

 

среднего

арифметического.

Для

 

вычисления

 

коэффициента

 

{tq )%

 

рекомендуется

 

эмпири-

ческая

 

формула

 

[12].

•S* -Sa
где

     

(tq) x — Ѵ"п Р°Центна я

 

точка

 

распределения

 

Стьюдента.



Доверительная

 

вероятность

 

для

 

вычисления

 

Ѳ

 

и

 

определе-

ния

 

(t q )x

 

должна

 

быть

 

одной

 

и

 

той

 

же.

Погрешность

 

от

 

применения

 

приведенной

 

формулы

 

для

 

ком-
позиции

 

равновероятного

 

и

 

нормального

 

распределений

 

дости-

гает

 

12%

 

при

 

доверительной

 

вероятности

 

а

 

=0,99

 

и

 

Ѳ/о»1,5.
При

 

других

 

соотношениях

 

между

 

Ѳ

 

и

 

а,

 

а

 

также

 

по

 

мере

снижения

 

доверительной

 

вероятности

 

и

 

приближения

 

распре-
деления

 

систематической

 

погрешности

 

к

 

нормальному

 

эта

погрешность

 

уменьшается.

Заметим,

 

что

 

случайные

 

погрешности

 

среднего

 

арифметиче-
ского

 

имеют

 

асимптотически

 

нормальное

 

распределения,

 

а

 

рас-
пределение

 

систематической

 

погрешности

 

зависит

 

от

 

числа
слагаемых

 

и

 

изменяется

 

от

 

равновероятного

 

(если

 

систематиче-

ская

 

погрешность

 

имеет

 

только

 

одну

 

составляющую)

 

до

 

близ-
кого

 

к

 

нормальному

 

(если

 

составляющих

 

больше

 

четырех

 

и

они

 

примерно

 

равны).

Написание

 

результата

 

измерения

 

предусмотрено

 

в

 

двух

вариантах,

 

так

 

как

 

необходимо

 

различать

 

измерения,

 

где

 

изме-
рение

 

некоторой

 

величины

 

является

 

конечной

 

целью,

 

от

 

тех
случаев,

 

когда

 

получаемые

 

результаты

 

необходимы

 

для

 

после-
дующих

 

вычислений

 

или

 

анализа.

 

В

 

первом

 

случае

 

достаточно
знать

 

общую

 

погрешность

 

результата,

 

во

 

втором

 

должны

 

быть
известны

 

характеристики

 

составляющих

 

погрешности

 

измере-
ния,

 

т.

 

е.

 

S^

 

и

 

Ѳ,

 

число

 

выполненных

 

при

 

измерении

 

наблюде-
ний,

 

а

 

также

 

доверительная

 

вероятность,

 

принятая

 

при

 

оценке

 

Ѳ.

Текст

 

рекомендаций

 

снабжен

 

примерами,

 

взятыми,

 

как

 

пра-

вило,

 

из

 

практики.

В

 

каждом

 

разделе

 

рекомендации

 

сформулированы

 

решае-
мые

 

задачи

 

и

 

даны

 

необходимые

 

расчетные

 

формулы.

 

Однако
вывод

 

этих

 

формул

 

для

 

практического

 

применения

 

рекоменда-

ции

 

не

 

нужен

 

и

 

поэтому

 

не

 

приведен.

Разделы

 

1—2

 

и

 

4—7

 

рекомендации

 

написаны

 

К.

 

А.

 

Резни-
ком,

 

разделы

 

3

 

и

 

8,

 

а

 

также

 

пп.

 

2.5,

 

6.

 

6

 

и

 

7.7

 

—

 

Ж.

 

Ф.

 

Кудря-
шовой.

 

Разработка

 

рекомендации

 

выполнена

 

под

 

руководством

С.

 

Г.

 

Рабиновича.

Промежуточные

 

варианты

 

рекомендации

 

подвергались

 

ши-
рокому

 

обсуждению

 

специалистов

 

ВНИИМ

 

и

 

других

 

метроло-

гических

 

институтов.

Ряд

 

полезных

 

замечаний,

 

которые

 

учтены

 

в

 

публикуемой
рекомендации,

 

сделали

 

А.

 

М.

 

Каган,

 

К.

 

П.

 

Ш и роков,

 

Е.

 

Ф.

 

До-

линский,

 

Л.

 

К.

 

Каяк,

 

В.

 

С.

 

Пеллинец,)

 

Г.

 

С.

 

Симкин.
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Приложение

Значения

  

доверительной

 

вероятности

   

а

   

из

 

уравнения

т
і

       

ѵ

   

п к

   

11

        

\ к

        

п—к
-

 

2і

 

сп

 

( 1_ а )

   

■

 

а

     

=

 

Я
к=0

Значения

 

а

 

при

 

q

0.01

     

|

     

0,02

     

1

   

0,05

10 0,98 0,98 0,96
11 99 98 97
12 99 98 97
13 99 98 97
14 99 98 97
15 99 99 98
16 99 99 98
17 99 99 98
18 99 99 98
19 99 99 9820 99 99 98
21 2 98 97 96
22 2 98 97 96
23 2 98 98 96
24 2 98 98 97
25 2 98 98 97
26 2 98 98 97
27 2 98 98 97
28 2 99 98 97
29 2 99 98 97
30 2 99 98 97
31 2 99 98 97
32 2 99 98 97
33 2 99 98 98
34 2 99 98 98
35 2 99 98 98
36 2 99 99 98
37 2 99 99 98
38 2 99 99 98
39 2 99 99 98
40 2 99 99 98
41 2 99 99 98
42 2 99 99 98
43 2 99 99 98
44 2 99 99 98
45 2 99 99 98
46 2 99 99 98
47 2 99 99 98
48 2 99 99 98
49 2 99 99 98

Зак.
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Значения

 

статистики

 

критерия
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значимости
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Уровень

 

значимости
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D. 0,001 0,01 0,05 0,001 0,01

    

0,05

4 0,2949 0,3128 0,3902 32 0,4963 0,6089 0,7177
Ь 2080 2690 4102 33 5027 6141 7216
ь 1817 2808 4451 34 5090 6193 7256
7 1848 3070 4680 35 5150 6242 7292
8 2018 3314 4912 36 5208 6290 7328

9 0,2210 0,3544 0,5121 37 0,5265 0,6337 0,7363
10 2408 3759 5311 38 5319 638

 

і 7396
11 2598 3957 5482 39 5373 6425 7429
12 2778 4140 5638 40 5425 6467 7461
13 2949 4309 5778 41 5475 6508 7491

14 0,3112 0,4466 0,5908 42 0,5524 0,6548 0,7521
lb 3266 4611 6027 43 5571 6587 7550
16 3413 4746 6137 44 5616 6622 7576
17 3552 4872 6237 45 5660 6659 7603
18 3684 4989 6330 46 5701 6693 7628

19 0,3809 0,5100 0,6417 47 0,5743 0,6727 0,7653
20 3926 5203 6498 48 5781 6757 7676
21 4037 5301 6574 49 5817 6787 7698
22 4142 5393 6645 50 5853 6814 7718
23 4241 5479 6713 51 5887 6842 7739

24 0,4334 0,5562 0,6776 52 0,5922 0,6869 0,7759
2b 4423 5639 6836 53 5955 6896 7779
26 4509 5713 6893 54 5989 6924 7799
27 4591 5784 6946 55 6020 6949 7817
28 4670 5850 6996 56 6051 6974 7836
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Приложение

 

12

ПРОГРАММА

   

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО

   

ЦЕНТРА

   

ВНИИМ

ПО

 

ОБРАБОТКЕ

 

РЕЗУЛЬТАТОВ

  

НАБЛЮДЕНИЙ

Вычислительный

 

центр

 

ВНИИМ

 

имеет

 

программу,

 

позво-

ляющую

 

вычислять

 

ряд

 

статических

 

характеристик

 

по

 

дан-

ным

 

наблюдений.

 

При

 

статистической

 

обработке

 

данных

 

наблю-
дений

 

по

 

указанной

 

программе

 

могут

 

быть

 

последовательно

вычислены:

1.

  

Статистические

 

характеристики

 

группы

 

наблюдений:
а)

  

среднее

 

арифметическое

 

данных

 

наблюдений;
б)

  

оценка

 

дисперсии

 

группы

 

наблюдений;

в)

  

оценка

 

дисперсии

 

среднего

 

арифметического.

2.

  

Статистические

 

характеристики

 

совокупности

 

данных,

состоящей

 

из

 

нескольких

 

групп:

    

.

а)

   

совокупное

 

среднее

 

арифметическое;
б)

  

оценка

 

дисперсии

 

всей

 

совокупности;

в)

  

оценка

 

дисперсии

 

совокупного

 

среднего

 

арифметическою.

3.

   

Значение

 

критерия

 

К.

 

Пирсона

 

/Д

 

с

 

помощью

 

которого

затем

 

можно

 

проверить

 

соответствие

 

исследуемого

 

эмпириче-

ского

 

распределения

 

наперед

 

заданному

 

закону

 

распределения

и,

 

в

 

частности,

 

нормальному

 

закону.

4.

  

Отношение

 

оценки

 

дисперсии

 

к

 

дисперсии

 

последователь-

ных

 

разностей,

 

по

 

которому

 

при

 

помощи

 

критерия

 

Аббе

 

прове-

ряют

  

допустимость

   

различия

   

средних

   

арифметических

   

групп.

Кроме

 

того,

 

имеется

 

программа

 

обработки

 

данных

 

наблю-
дений

 

по

 

методу

 

наименьших

 

квадратов.
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